IRRIGACION EN MEXICO

UNA NUEVA EXPRESION TEORICA DE LA
RESISTIVIDAD APARENTE EN EL PROBLEMA
GEOFISICO DE LAS DOS CAPAS

Por EL ING. ALronso DE L4 0. CARRENO

En numerosos casos de la Geologia
aplicada a la Ingenieria, asi como en la
Hidrologia Subterranea y en la Geologia
Estructural, se presenta el llamado pro-
blema de las dos capas, o formaciones
superpuestas de propiedades fisicas dife-
rentes, siendo el espesor de la capa supe-
rior finito, mientras que el de la inferior
es considerable a profundidad, como acon-
tece, por ejemplo, cuando sobre un lecho
rocoso descansa un relleno de materiales
aluviales. En realidad existe una tercera
capa sobre las consideradas, que es la at-
mosfera.

El problema es averiguar indirecta-
mente, es decir, sin excavaciones ni perfo-
raciones, la profundidad a que se encuen-
tra la capa inferior, y esto lo resuelve la
Geofisica Aplicada, valiéndose de los con-
trastes o diferencias entre las propieda-
des fisicas de ellas, como las elasticas y
las eléctricas. Partiendo del potencial de
un campo eléctrico estable, generado por
una corriente continua y cuya teoria pue-
de también aplicarse a campos generados
por corriente alterna, en los que el “skin
effect” y la polarizacion eliptica pueden
despreciarse (campos cuasi estables), es
posible resolver el problema enunciado,
si se determina la funcién que da la va-
riacion a profundidad de la llamada resis-
tividad aparente, funcién que debe inter-
pretarse, como se dice en Geofisica, en
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cada caso particular, para encontrar la
profundidad buscada. La forma de esta
funcién depende, a su vez, de la que da
la diferencia de potencial entre dos pun-
tos cualesquiera, dentro del campo eléc-
trico, que es provocado artificialmente,
cuya posicion en cada sistema de investi-
gacion se controla.

Precisamente, escogiéndose varios de
estos sistemas o dispositivos de opera-
cién se han propuesto varias soluciones,
como las de Wenner-Neumann (1) (2),
Wenner-Neumann-Lee (3), etc.; la que
ahora propongo en el presente estudio no
he visto que haya sido dada a conocer
anteriormente.

Supongamos que la capa de espesor fi-
nito (h) (Fig. 1), estd limitada por los
planos AB y CD. Sobre la superficie de
separacion AB se extiende la atmosfera y
bajo la CD, la capa inferior que conside-
raremos de espesor infinito. Ademés di-
chas capas se consideran infinitas en cual-
quier direccion horizontal. Para nuestro
estudio las consideraremos homogéneas e
isotropicas en si, pero de propiedades
eléctricas diferentes, caracterizadas por
sus resistividades so,mye 0 sus recipro-

cas, las conductibilidades o, 61y 0.
Supongamos ahora que en dos puntos,

E: y Es, de la superficie AB, muy dis-

tantes entre si, colocamos dos contactos
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o electrodos y los unimos por medio de un
conductor en cuyo trayecto hemos inter-
calado una fuente de energia eléctrica ca-
paz de darnos una corriente estable de
intensidad (I), a una cierta tension entre
los punto-electrodos E; y E.; en estas
condiciones se establecera entre ambos un
campo a través de las capas, y cuyas equi-
potenciales y lineas de flujo se distribui-
ran de acuerdo con las caracteristicas de
dichas capas y de la profundidad (h). Si
no existiera la capa inferior, es decir, que
(h) fuera infinita y la resistividad del
medio superior también fuera infinita, co-
mo se considera para la atmoésfera en esta
clase de problemas, tendriamos el caso de
un campo normal en un semimedio infi-
nito.

Midamos ahora la diferencia de poten-
cial entre dos puntos de la superficie AB,
como Py y Py que para fijar las ideas su-
pondremos en linea recta con E; (Fig. 2),
y de tal modo que dicha linea forme un
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angulo de 90° con la que une los punto-
electrodos Ey y E., semejante al sistema
que se usa en las medidas de relaciones de
caidas de potencial (4) (5), en cuyo caso
se utilizan tres electrodos en vez de dos.
Se demuestra que si ra es la resistividad
del medio formado por las dos capas, el
valor del potencial en cada uno de los pun-
tos Py y Po tendrd la forma general si-
guiente, siendo (a) la distancia entre Py y
P,, r la distancia media a Eq v [ la que
existe entre B v Eo.
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Y su diferencia:
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Esta expresion es un caso particular de - N
la ecuacién general siguiente, que depen- o —osfia (_g_)_. ._‘L__ _QT. (¥)

de de las relaciones de la separacién en-
tre P; y Ps, con las distancias a los pun-
tos B vEL ERio iS5

L el
o 82 -5 -2

Siempre se procura que el punto-elec-
trodo (E.) se encuentre a una distancia
muy grande, de tal modo que su influen-
cia, en la anterior diferencia, sea muy
pequefia, de medo que si en la anterior
ecuacion hacemos |1 « , obtendremos:

W o i gl it
AV =55 w(zp = e ([(G-4) o

Y de aqui el valor de la resistividad
aparente:

Hasta aqui s6lo hemos obtenido la for-
ma general de . en funcién de A V;

procederemos ahora a calcular esta dife-
rencia de potencial en funcion de las pro-
piedades de las capas consideradas, si-
guiendo a Hummel (12) (6) y Lancaster-
Jones (7), en su aplicacién de la teoria
de las iméagenes eléctricas de Maxwell y
Lord Kelvin, en otros casos semejantes;
para lo cual consideraremos los planos de
separacion AB y CD como espejos que
pueden sucesivamente reflejar, totalmen-
te o en parte, o no reflejar, el punte-
fuente E;, que ministra la intensidad ().

| as reflexiones sucesivas de (1) dan un
numero infinito de imagenes cada vez mas
débiles, cuya fuerza depende de los coe-
ficientes de reflexion eléctricos de la capa
intermedia, respecto a los planos AB y
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CD, y que tienen por valor, respectiva-
mente:

=_&:-£— = _d_;:__':__f_ﬁ.
ParaAB,Ko ‘/84"/7 T
( __jo__ﬁ By 7wl 9%
Pora (D, K= B2 = S5

que para todas las combinaciones de los
valores de las resistividades varian entre
(< 1), aislador, perfecto y.(— 1) conduc-
tor perfecto.

Entonces el potencial en un punto cual-
quiera del medio considerado, sera igual
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a la suma infinita de los que correspon-
den a (1) y a todas sus imagenes, esto es:

p o~ i
e

siendo In cualquiera de las imagenes
de (1), o ella misma, y s la distancia de
cada imagen al punto considerado. Apli-
quemos estos conceptos a un punto cual-
quiera, como P, de la capa intermedia,
tomando como origen de coordenadas el
punto-fuente real E;, el plano de las
(XY), el mismo AB y el eje (Z) normal
a él; si las coordenadas de P son (X, y, Z),
tendremos:

&
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n, numero de reflexiones.

ne=\

En general, el potencial es una funcion
continua, por lo que toca al elemento dis-
tancia, una vez establecidas ciertas con-
diciones particulares del medio y el valor
de la intensidad (I), debiendo satisfacer
la ecuacion de Laplace: j

S Uaauneniliio e e s U sisniie)
ool Ui ot o

(€)

" (Ver apéndice)

K
+ZW+ Wi+ (z-2n h)?

) '
V?-Hg? +(z+‘2hh)z

n=\

Aplicando la ecuacién (8 ) a los dos
puntos Py y P», que nos interesan, tenien-
do en cuenta, segun ya dijimos, que para
la atmosfera se considera (p,) infinita
y, por lo mismo, Ko= 1, tendremos:

: f B = n
v = 4 I. \ +QZ K‘l
LT e e
= (=
A K ]
Vo= +?_Z .
P2 21 LT+% n.—.|‘ ’((+%)2+(2nh)2 i
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I.a diferencia buscada sera:
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AV = VoV, = é’%—[ rz_é)z*zz
n=1
. fL[ jhonares
Av = 2 ] +2
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Kz )2_2 Z Ko
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- Substituyendo este valor en la ecuacion () , que da la resistividad aparente, ob-

tenemos, finalmente :

Ja= quav[(é)z“ %]Axy = {l +2“|:(a‘:)2-%]

Esta ecuacion resuelve nuestro proble-
ma; se ve que si h== o, la resistividad
aparente p,, se reduce ap;de la primera
capa, como era de esperarse.

Nuestra ecuacion esta dada en funcion
de las propiedades eléctricas de las dos
capas, o sea de sus resistividades p, y p.
y de las relaciones r/a y h/a. Las magni-
tudes r y a se conocen, pues se miden en el
terreno; es posible, en la interpretacion,
prescindir de los valores reales o directos
de p1 y po.
(h), que tiene un valor determinado en
cada caso, se determinara, indirectamente,
por medio de varios artificios matemati-
cos, partiendo de la curva de resistividad
aparente.

Como en la determinacién de p, a pro-
fundidad, lo que controla esta profundi-
dad es precisamente la distancia (r), en
general, se aumenta ésta paulatinamente,
a partir del punto medio (M), entre Py y
P2, que queda fijo en el terreno, para lo
cual se mueve el electrodo E{ en una li-
nea recta. La distancia (a) puede perma-
necer constante, pero la relaciéon (r/a)
variara y la interpretacion serd mas com-
plicada; es preferible hacer constante la
relacion (r/a), de tal modo que perma-
neciendo fijo el punto medio (M), no sélo
se mueva el punto electrodo E1, sino tam-
bién Py y Ps, simétricamente a M y en
linea con E;, de modo que la distancia
(a) guarde siempre una relaciéon constan-

oD

Y

n={

La profundidad desconocida.

K2 v KD .
[\/(&-%)2*‘(2"’&)* \/(a'+.;7)2+(2ng.)z] (i)

te con (r), pueden escogerse los valores
Fla-=—=Dsy 1) de=—2.5--Rara estosivialores
particulares nuestra ecuaciéon (i), toma
las expresiones siguientes:

2 & 4 1 -
$-tei05) K0 [ T EET

Jf?'mzz K8 [\/‘ﬁ“(s‘i")‘ = J:T_TT‘"%‘-__T? J

Dando diversos valores a la relacion
h/r, por ejemplo, de 0 a 2, cada dos déci-
mos, haciendo variar a K, de modo se-
mejante entre (+ 1) y (— 1), pueden
prepararse tablas y graficas que den los

valores de % , que serviran para encontrar
1

(h). partiendo cada vez de la curva de
resistividad aparente observada, como en
el procedimiento de Tagg (8), o bien tra-
tando la solucién por otros procedimien-
tos, como el segundo de Tagg (9), o los
de Rosenzweig (11), o de Longacre (11).

Se da una grafica de la variacion de %1

en funcién de la penetracion relativa {;

= —5

cuando

Si en la ecuacion (i) damos a la rela-
cién r/a el valor particular 3/2, caso en
el cual el punto P; estd a la misma dis-
tancia (a) de Eq y P2, obtenemos:
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oo

R n . o las dos capas para el sistema de electro-

7 1+4r; ks [\/TZ"“) \/4+(2" ) :] dos mencionado y para el de los cuatro
punto-electrodm en linea recta y equidis-

Que es la ecuacion de Hummel (12) y tantes entre si, de Wenner-Neumann, an-
Lancaster-Jones (6), en el problema de teriormente citado.

VERIFICACION DE QUE LA EXPRESION (¢) DEL POTENCIAL (V), SATISFACE
LA ECUACION DE LAPLACE

Tenemos:

: ; o K K i Kz Ko
L [\/mz—z 7 Z /X2 +9%+(Z- 2nh)’ /x= §5=+zz=+z’n’h$3]

Las coordenadas son las Ginicas variables en esta ecuacion, por lo tanto, las pri-
meras derivadas parciales seran:

V .PI{ Z XK?KO _Z XKz Ko
X2 ot 2% [+ H(Z-2oh)]% £ [+ 9%+ (Z42nbf )%

v_%{ ! _i 4K Ko Z Y Kz Ko
(C+Y2:2%)% o [X2+92+(Z-2nh 2]3/2 [X2+‘J2 ZJanh)"'_]s/2

v_ gl (2+20h) K3 K
§2 fL{(XZJAFJrZZ e Z:[2+32+(Z Znh 2 Z[X’-Hn%(ZiZnh)z]’/f}

Y las segundas derivadas parciales:

T 3xe 1 i
> (C+92 42707 -~ (K49 472)%

T n,n-l 3X2 - 1
+nZ=;KZ s [EX’+9’+(Z"2nhﬂ5’2 [x2+52+(z-2nh)2]’/=]+

Il 1
+ZK’ [X’ 414(Z+2nh)* |% [X"+8’+(Z+2nh)’]’/2]
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Sumando ordenadamente estas tres ul-
timas ecuaciones, facilmente se ve que el
resultado es igual a cero, esto es:

SR+ oy =

SOBRE LA CONVERGENCIA DE LAS
SERIESEOUE INTERVIENEN BN
CATRSPRESION (@) DE [ AURES[S-
TIVIDAD APARENTE.

Puesto que la unica variable, fijadas las
condiciones en cada caso, es (n), podemos

I
[X2+9’+(Z+Znh)2:|’/2]
expresar cualesquiera de las series como

sigue :
5

=1

__L___
VA+Bn?

Ko, como sabemos, varia entre (41) y
(—1), y, por lo tanto, habra una serie
de términos todos positivos, y otra de tér-
minos alternados, positivos y negativos

Primer caso.
Criterio de d’Alambert:
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Para dos términos de rangos (n) y
(n+ 1), la relacién de d’Alambert sera:

=K, A+—B"2_ =K, B+ :
e very Tl gy

Sins o R, K. Bl limite maximo de
Ko es (). _
Criterio de Cauchy:

El radical de Cauchy, para un término
de rango (n) sera:
Ko

e v
vE (A+Bn2)e nw (a2 +8

El segundo factor del denominador — ]
si n —» . También esto sucede con el otro

)V?.n

factor n*,y, por lo tanto, el limite del
radical es Ko.

1
Refiriéndome al término n* podemos
poner :

1— Ky,

Si n— o, este producto tiende a n —

siempre mayor que la unidad.

De las anteriores consideraciones se de-
duce la convergencia de la serie.

Segundo caso:

Se trata de una serie de términos alter-
nados, de signo (+) y (—), que dependen
de que la potencia de K sea par o impar;
como se sabe, puede afirmarse la conver-
gencia de la serie, si el término general
tiende a cero, cuando n —* .

Tenemos el término general:

Wes sinee sommadih

Por doble razén el denominador tiende
al infinito, si n —+y, por lo mismo, el
término general tiende a cero. En efecto,

IRRIGACION EN MEXICO
F_ Leg
gl = L2

Y también:
2=l ) n-1 \2 | (N=~1)3
Log n= Lot 4 (B + 5 ()4

Entonces:

Ll T ey ) R )

Claramente se ve que al desarrollar las
potencias queda una serie de términos con
numerador constante y en el denomina-

dor (n) a potencias sucesivas, sim  » @
la serie tendera a cero, es decir, que el li-

Lige
mite de Log (n)* si n—*c es cero, y por

lo tanto, el limite de (n)* sera la unidad.

Criterio de Duhamel:
El producto que fija el criterio sera:

g
A
" +B

se ve que el numerador del radical tiende
al infinito y el denominador tiende a cero
porque Ko es una fraccion cuyo valor ma-
ximo es (£ 1).

A mayor abundamiento, si la serie con
términos positivos es convergente, la mis-
ma serie con términos alternados también
lo sera.

‘
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NUESTRA PORTADA

Canal Principal: Tramo del Canal, anterior al Sifén de La Trasquila, viéndose en primer término a la
derecha, el Desfogue Km. 51424 y en el centro La Represa Km. 51444, ya terminados; al fondo la entrada
al Sifon de La Trasquila.
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VARIACION DE LA RELACION 4Jp EN FUNC/ON DE LA PENE TRAC/ON ~
RELATIVA #, CUANDO EN LA ECUACION DEL ING. DE LA O, =5
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