EL ARTIFICIO DE TAYLOR APLICADO AL POTENCIAL GRAVIL
METRICO, AL MAGNETICO Y A MOMENTOS EN GENERAL

ANSELMO CHARGOY*

RESUMEN

En el primer capitulo se introduce como artificio para tratar problemas
de potencial Newtoniano, un desarrollo de Taylor con lo cual se elude el
tratamiento a través de la ecuacién de Laplace, se introducen definicio-
nes que generalizan criterios geométricos usados en la fisica elemental,
como son: centro de masa, centro de momentos, centro geomagnético, ejes
propios en una distribuciéon de carga, masa, o algin elemento que se da
en el espacio. Esto podré ser ttil para gravimetristas y magnetistas en es-
cala planetaria.

En el segundo capitulo se ve la aplicacién del desarrollo al caso gra-
vimétrico obteniéndose la ecuacién convencional y algunas variantes.

En el tercer capitulo, en que se quiso exponer el movimiento del campo
magnético dado por un dipolo y un cuadripolo para épocas hasta 1965,
se amplié para aplicar el artificio del primer capitulo.

Desde luego que con la técnica que actualmente se usa en computadoras
para obtener la Serie de Gauss, se pueden obtener términos hasta el orden
que se quiera; sin embargo en este trabajo se trata de obtener informa-
ciéon que sobre el campo geomagnético nos proporcionen los términos hasta
de segundas derivadas, cuando menos.

En el apéndice se justifican definiciones que no se dieron en los ca-
pitulos anteriores y se amplié también el uso del artificio introducido en
el primer capitulo a otros temas.

El autor agradece la ayuda que le prest6 el sefior Profesor Eduardo Sal-
yano para el cdlculo de los coeficientes en la ecuacién del potencial de
Gauss de 6rdenes uno y dos en el aiio de 1960.

Agradece también la ayuda que recibi6 de las sefioritas Ana Maria Her-

* Departamento de Geomagnetismo, Instituto de Geofisica, U.N.A.M.
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nindez Terdan y Rosa Maria Garcia Espinoza, por la revisién y correccion
de este trabajo; y también al Ing. J. Lauro Ramirez Betanzos por la cola-
boracién gréfica que aporté al presente trabajo.

Figura 1

I.—Sustituciones

(1.0). Sea una coleccién S,: {m;} de puntos singulares de orden cero,
es decir de puntos Q; (X;, y;, z;) tales que al punto Q; se asigna un nu-
mero real m;. La coleccién S, estd contenida en una regién R, estd a
su vez estd contenida en una esfera de superficie K.

Cada punto Q; proporciona la propiedad V al espacio, en tal forma,
que para cualquier punto P, esta propiedad estd dada por la ecuacién:
(1.1). Vi = m, f(p;), p; = |PQi|, en donde f tiene todas sus derivadas.

Para la coleccién {m;}, el valor V estad dado por la ecuacién:

(L:2) S, Ve — Ei m; £ (p;).

Para facilitar la idea del artificio de sustitucion, se considera primero
el caso en que se tuviera un solo punto singular [1], m residiendo en
Q (Xo» Yor Zo)-

Si se supone que m, antes de residir en Q residi6 en el origen 0 (0, 0, 0)
en que

NE—Emaiat

después de una translacién a lo largo del eje 0X hasta el punto (x,, 0, 0).
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Qlm)

v

Figura 2

posteriormente un translado paralelo al eje 0Y hasta (Xo0s Yo» 0) y final-
mente, un translado paralelo al eje 0Z hasta Q (x,, Vo, 7,), e tendra:

f of
(L3} Vs s a0
ox oy
of Dot
— . — mX, —— 4 .....
S e A e

Para la colecciéon {m;} se tendri:
(14). 8 :V=[Em,) f@)]
—[Emx) i+ Emy)f 4+ Emz) £

1 3 ]
Ty Emx) b+ Emg) ]~

en que los indices x como en f, significan derivacién, como ya es bien
sabido.

Si el desarrollo de Taylor dado en la ecuacién (1.4) converge en alguna
forma hacia la V dada por la ecuacién (1.2), entonces se dice que S, es una
sustitucién de S,.
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En la ecuacion (1.2) se esti midiendo una distribucién de puntos sin-
gulares de orden cero contenida en una regién R con la funcién f (p). En
la ecuaciéon (1.4) se estd midiendo una coleccién de puntos singulares de
ordenes cero, uno, dos, etc., residiendo en el origen 0 de coordenadas.

En la ecuacién (1.4) se ve que en el primer paréntesis recto se tiene
un punto singular con el numero ¥ m; residiendo en el origen 0, ope-
rando con la funcién f(r). El segundo paréntesis es del vector — (£ m; X;,

fX
3 m; y;, £ m; z;) operando con el vector | f, |, este término puede es-
«cribirse como —i, A, en que
f,
ity == (B am, = N RS 7 SR I
{

z

t; punto singular de orden uno residiendo en 0, medido con A,. En
forma similar, el tercer paréntesis puede escribirse como

— 0 [A, ;’2], en que

21
() PR TRE— BT DR D P S0 (SART) e T W )
2
Y Upy Vox — 2 nm; X;,
Uy, Vo - Uoy Vo, = 23 My X; Vi,
2
Upy Vo — X 1y Vs,
Usy ¥, -0 Us, Voo — 42 Smil iy (87

Ws, Vow ik oy Voro— 2D 7
fx‘( fxy fxz

A o A
fzx fzy fzz

{t, v.} definen un punto singular de orden dos en 0, como en los casos
anteriores, como puede comprobarse ficilmente.
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5 K 1 - -
Se ve que generalizando, el término siguiente es — 3 Us [(As v/5) Wil
en que iy, Vi Wy se establecen como funciones de m; y productos de sus

coordenadas como X;, X; Vi, X; V; Z;, etc.

La matriz A; es de 83 X 3 X 8 (block) elementos con las derivadas
terceras de f(r). Como antes {g;, vy, wy} definen un punto singular de
orden tres residiendo en 0 y medido con A,.

Se ve cémo los términos siguientes pueden seguirse escribiendo en for-
ma compacta similar a los paréntesis vistos, y que definen puntos sin-
gulares de ordenes 4, 5, etc., medidos con matrices (blocks) A,, A, etc

L1 Propiedades generales cuando en las distribuciones se tiene a),
en {m;}, m; > 0 (o menor) para toda i ; b), cuando ¥ m; — 0, m; =£.0
desde luego. Estos son los casos mds importantes en Geofisica.

Una propiedad algebrdica es: que dada una S, — {m;} y una S,
como fue definida en la ecuacién (1.4), puede efectuarse un nuevo des-
arrollo de Taylor en el segundo miembro de (1.4) que puede expresarse
como S, (S; So). Es obvio que existe una § tal qUenSIS=—1S. S, S

Estableciendo un isomorfismo con el crupeide traslaciones iy, T, . .., T,
se've que el conjunto S;, S,, ..., S, es grupo. Obsérvese que en este con-
junto no figura S, a menos que conste de un solo elemento Q (m). En
general S;; S, .. 0S €S semi-grupo.

Es también inmediato que las rotaciones en S, (o en cualquier S;),
dejan el mismo orden de singularidad en los paréntesis rectos de la
ecuacion (1.4).

En el caso a) se tienen algunas propiedades geométricas con definicio-
nes apropiadas que enseguida se dan: una distribucién dada Soz 1My}
determina por si misma los siguientes elementos: centro C, eje principal
CN, y plano principal E; optativamente puede decirse que determina sus
ejes propios. ,

Desde luego el plano principal E es normal al eje CN y pasa por C,
este plano estd dado frecuentemente por dos ejes.

Def.: Sustitucién propia es una § que aplicada a S, : {m,} la lleva a
través de la ecuacién (1.4) a un punto que reside en el minimo convexo
que contiene a S,.

Def.: Centro C de la distribucién {m,} es un punto que tomado como
origen para la sustitucién S, ésta es propia y el segundo término (se-
gundo paréntesis recto) de la ecuacién (1.4) es minimo en valor absoluto.

En el caso a) en que m; > 0 para toda i, la sustitucién S, hace que el
segundo término sea cero. En efecto: sea:
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S V=[Em) @] —[Emx) b+ Emy)h + Emz) k] +

1 2
?![2 (m; x3) £ - ...] —

Sea S aplicada a §, y tai que se le pide que S 8, S, = S. S, se tiene
entonces la ecuacién

(15) S, : V =
= [E m) £@)] = [(E m: %) £ + (2 my yi)fy
+ (m z) £] +

+[Em)xfi+ @m)yh + Em)zf]—.....

en que C (%, y, z) esta referido al sistema O de S,. Se ve que el punto

singular de orden uno, medido por el segundo y el tercer paréntesis rec-
tos puede hacerse cero (minimo) simplemente con

v 2 m; Xy £ Zm.iyi
Y TSy R TR

X m;
3 m; z

>y

Se observa que C es el centro de masa o de gravedad o de momentos.
C es un punto determinado por la colecciéon {m;}, puede decirse que

la funcién f sélo sirvié de vehiculo para la localizacién de C dentro del
minimo convexo que contiene a {m,;}.

La ecuaciéon (1.5) puede escribirse entonces:
(16) S.:V =[Em) f@)] +

1 -
e [A2 V3] —

Si en esta ecuacion los vectores @i, v, se encuentran describiendo un
dngulo cero, o =, se ve que con una rotacién conveniente, tomando la
direccién de @, como eje CZ, por ejemplo, se puede escribir:

1]

1 .
S : V=[CEm) f(r)] 4+ T £, el ik

el eje principal definido por la distribucién es el eje CZ, el plano prin-
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cipal serd normal a CZ en C. Una aplicacién de este caso se veri en el

Capitulo II.
Si los vectores u,, v, de la ecuacién (1.6) no coinciden, puede tomarse

el plano que contiene a esos vectores como plano coordenado, el plano
XCY por ejemplo, y puede escribirse:

S : V = [(2 m,) £(r)]
l 2 2
} + 5 [u, fo — u, £,] 4

como forma canénica de.la sustitucién. Asi el plano principal seri XCY,

y el eje principal el CZ.
Como se ve, en este caso a), la distribucién {So} define, independiente

de f(r), el centro C y el eje principal o el plano principal.
En el caso b), en que ¥ m; — 0, la ecuacién (1.4) puede escribirse

en la forma:
Sl SEVE— a3 fz + ayy fxx + 23.12 fxy + Ay fyy
J=rlaya b 245 £, FrALE, Sl

€n que con una rotaciéon en la ecuacidon {1.4) el vector 4, — (3 m, x,,
2 m; y;, 2 m; z;) pasa a coincidir con el €je OZ. v &, — (0,0, u,).
Se ve que existe una S, tal que

P T R e S S 1225, £, -1 2, £,
g £ el L
y otra vez con rotacién en el plano XOY se tendra:
Se 81 :V=af + by fx — by, £, f by £, L .....
Si la funcién f(r) tiene la propiedad
Vi b () =10
entonces con una S; aplicada a S, S; se puede llegar ficilmente a:
A7) 8:8, 8 =8 : V=
G f, oy (e —£,) + 2y £ = DR

ecuacién en la cual se puede comprobar que la suma de los cuadrados
de los coeficientes, de f,, y f,, se hizo minima; los ejes del punto sin-
gular cuya medida estd dada por c,, (f« — f,;) son ortogonales entre
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si y ortogonales al eje CZ asi quedan definidos el eje principal CZ y el
plano principal que contiene a los ejes del punto singular de orden dos
y cuya medida es:

fxx fxy fxz vcll
V:Z — (\/—C:-: \/—C_ll_: O) fyx fyy fyz _\/Cll
fzx fzy fzz 0

Se observa que para la determinacién de centro, eje principal o plano
principal en los ejemplos vistos se estd procediendo como en el caso de
formas cuadrdticas en dimensién tres, v. g.:

V=0=ay 4+ a;x - a,y + ... + agz?
en que por medio de traslaciones y rotaciones se puede llevar a la forma:
= 0 = a, 4+ a,x? | ayy? | ayz3,
forma candénica en una expresién cuadritica que sugiere la definicion

S, como canoénica. Se ve que en realidad tanto en a) como en b) se esta
ante un problema de ejes propios.

II.—Potencial gravitacional en escala planetaria

2.0—En este capitulo se trata un ejemplo de lo visto en el capi-
tulo anterior, aplicado al potencial Newtoniano.

Se usa la figura 1 del primer capitulo, la esfera de superficie K que
contiene a la region R en que se encuentra una distribucién S, : {m;}
en que m; > 0 para toda i.

La distribucién S, da propiedades al espacio que se miden por la

1
ecuaciéon V. —= X m; f(p;), f = —, véase la figura 2 del Capitulo I.
P A

Se considera el valor de V desde puntos P sobre la superficie K, o fuera
de la esfera K.

Si se calcula V mediante un desarrollo de Taylor como en la ecuaciéon
(1.4), se tendra una sustitucion S, con la forma:

R e e 1_ (S m,)

=OHE my gy Bt S my YY) )
4 (B z) L ()] e
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Se ha tomado como centro de referencia el centro 0 de la esfera
K - r = OP, X;, y;, z; son las coordenadas de m;, punto singular de
orden cero (masa), en f,, f, f, los indices x, y, z, indican derivacién
con respecto al indice.

Si se usan coordenadas esféricas P (r, A, 6)

2\
P
&
t
O L —
i3
A
X
Figura 3
en que X — ‘oS X senn g
Y ="Fr sen-X=sen (),

Z =1 Cos §, se ve que la ecuaciéon (2.1) puede escribirse como:
Eouo o
(22) Sl sV — T o PO +

1
. [g: P! 4+ (g cos A + h} sen A) P]

1 o 0
+ Pt ... |l
eI i SRR . i o8
= [ (g; cos ix 4 h; sen ir) P;]
j=0  ri+1 i=o

. . - i i - - , .
en esta ecuacion, en los coeficientes g;, h;, los superscritos i son indices;
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P; son los polinomios asociados de Legendre: P; — 1, P} — cos 6,

1
P, — sen 0, P} — o (I + 3 cos 2 6), etc.

0 0
gy = Y S 7 e te

Se van a considerar dos casos en el problema que aqui se trata; el
primero es el caso a) en que S, : {m;} esti constituido por una masa
fluida, homogénea, en reposo, sin fuerzas exteriores que la afecten. Es
inmediato que cualquiera que haya sido su forma inicial (la forma de
la region R) en un tiempo suficientemente grande sera simétrica con
respecto a un punto, es decir serd una distribucién esférica, en casca-
rones concéntricos homogéneos. De esta manera una S, aplicada a S, de
la ecuacién (2.2), puede escribirse:

1
SC:V:—r—gg-

Si una vez llegada a su forma esférica la masa aqui considerada se
le ve con un movimiento de rotacion de velocidad angular constante,
al cabo de un tiempo t convenientemente largo, la deformacién sufrida
conserva ciertas simetrias, una alrededor del eje de rotacién y otra con
respecto al plano normal a ese eje y que contiene el centro C de la an-

tigua esfera. En esta situacion se tiene que gi, hi — 0, cuando i =< 0,
¢ J

por la primera simetria, pues V es independiente de A por lo tanto los

coeficientes de cos n), sen n), son 0 para. n — -l 2 etc.

También se tiene que
i
g, i —10 cuando

P§ 9) £ P; (= — 0), por la segunda simetria, lo que implica que

'V es independiente de gl e TR con lo cual la ecuacién (2.2)

puede escribirse:

1 1
(2.3). Sc:V:—r—gng—}-Fgng-k

L)
+Fg4P4+ .....
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Se ve que esta S es S, de acuerdo con lo dicho en el Capitulo I, estd

referida al centro C de la distribucién y el eje CZ define al eje principal
en el cual estd tomada la direccién del punto singular dado por el tér-
mino rla g P;.

El plano normal a este eje y que pasa por C define al plano principal.

Se ve que para el planeta tierra, la ecuacion (2.3), es la usada en
gravimetria [2] dando valores convenientes a los coeficientes gi.

Se ve también que el centro de la distribucién, el eje principal y el
plano principal coinciden asi, en el caso de verificarse las hipétesis para
esta distribucién «), con el centro geogrifico, eje geogrifico y ecuador
geogrifico, (este ultimo se puede entonces denominar ecuador gravi-
métrico).

El segundo caso a considerar, serd ) en que la masa tiene una forma
arbitraria pero con suficiente plasticidad para que entre en deformacién
debido a acciones mecdnicas entre la misma distribucién S, no hay
accién exterior sobre S,, de manera que en estado de reposo tiende a
una esfera (cuando t crece indefinidamente) y tiende a una distribu-
cién doblemente simétrica como en el caso «) cuando entre en rotacion.

Es decir que partiendo de la ecuacién (2.2) a la que puede aplicarse
la sustitucién S, tal que S, S; — S, lleve a la forma:

1 1
24). SV = Tg‘; By ok = o R RN

en ésta se puede tomar el eje CZ de rotacion y se tendri que: g;‘- (t) y
hi (t), i =2, 8, ..., son funciones de tiempo y cuando t crezca se ten-
drin las expresiones:

@) gi (©), hi (t) —— 0

Sii%oyt——-ﬁw

por la tendencia a simetria axial,
B) 8 (t), h; (t) —— 0 si

Pi(6) ~ Pi(x — 0) y t ——>
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por la tendencia a simetria ecuatorial, con lo que puede escribirse:

1 1
(2.5). lm V(a) = lim V(8) = - i = i ks

1
-}—ng P

cuandotit ——=saues

Es de esperar que si en B) la fluidez se pierde, no se alcance este li-

1
mite y aparezcan términos como = g: P; citado por A. H. Cook [3],
I

desde luego g es pequenio pero de todas maneras la simetria ecuatorial
no se alcanza en el caso de la tierra y probablemente tampoco en los
otros planetas interiores. En los planetas exteriores, los cuales son muy
fluidos, sometidos a las grandes deformaciones de tipo marea, es tam-
bién dificil que alcancen el limite dado por la ecuacién (2.5), desde luego
que se estd hablando en escala planetaria, porque en escala local referida
a pequefias anomalias sobre la superficie de la tierra (por ejemplo)
ese limite nunca se alcanza. El sol probablemente sea el elemento del
sistema planetario que mejor se aproxime a verificar la ecuacién (2-5)-

Figura 4

La distribucién «) en la figura tiende mediante una transformacién
T, de su geometria hacia v), distribucién con simetria axial y ecuatorial.

La distribucién ) tenderia mediante T, hacia la distribucién @) en
reposo y después por la rotacién hacia v), pero actuando simultdnea-
mente la mecdnica interna en B) y la rotacién producen la transforma-
cién directa T.
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Intuitivamente se esta estableciendo que:
Pl DT

2.1—En el presente capitulo se ha hablado del ecuador geografico y
del ecuador gravimétrico, inclusive en el caso de la ecuacién convencional
en gravimetria se supone que coinciden. Si este no fuera el caso, supon-
gase el monolito de la figura 5: que tiene simetria axial alrededor del

Z
A

Q

Figura 5

eje OZ y también ecuatorial, lo que definiria el plano principal como
ecuador gravimétrico, y a OZ como eje principal con:

I 1 1
(2.6). S,K:V:ngPg—F-r?gng-{—Fgng—{- .....

dado por (2.5).

Ahora supéngase que estando en rotacién alrededor del eje ON, se
construye un sistema de referencia con el mismo centro 0, que puede ser
el caso planetario en que el eje ON se determina por medios astronémi-
cos y es eje de referencia, éste sistema se denominari geogrifico.

El potencial del monolito referido a este sistema es:

1 0 (1] 1 0 0 1
27). S :V = s B Pl = [8= P> + (g2 cos A 4

h} sen D P, (g5 cos 2 -+ hZ sen LN ek S
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1 ! Fs
Si se desarrolla V, = — gg P; dado por (2.6) para identificar con
r

V, de la ecuacion (2.7) se tiene:
2.8 =R % =l e
1 o

82 = Xo Zy .82

0
h, = Yo 2 8-

-2 2

4, =il == Yfzj) gg

2h; = Xy Yo g.(_,),

Xo» Vo» Zo Son los cosenos directores de OZ en el sistema de referencia geo-
grafico.

Si se toma uno de los planos en este sistema geografico que contenga
al eje OZ, uno de los cosenos directores, y, por ejemplo, se hace cero y
se tiene:

28 = (22 s

2

gt = Xo Zo gg
4 g = x g
Se esta suponiendo que el dngulo NOZ va a ser pequeiio, de tal ma-
nera que los términos V, — r_lf’ g P} y siguientes no sufren alteracién
notable.

Si el monolito adquiere propiedad de plasticidad entra en deformacion,
que va a estar dada principalmente por los términos en que figura x,.

En febrero de 1971 se dio a conocer por investigadores de Geodetic
Survey of America del Departamento de Comercio de los Estados Uni-
dos, que el arco miximo que llega a tenerse sobre el planeta entre los

30
6 000 000
b X 10°% a pesar de lo cual puede apreciarse el efecto en aumento
de sismicidad cuando x, es mdxima.

ejes ON y OZ es menor de 30 m., es decir x, < o bien x, <
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III.—Potencial magnético terrestre

3.0—Este trabajo se refiere al campo permanente (de origen interno).
Se repiten las hipotesis del Capitulo II1-2.0, se usa la fig. 1 del primer
capitulo; dentro de la esfera K se encuentra una region R en que re-
side una distribucion S, : {m,}, con la condicion ¥ m; — 0. Esto, como
se comprueba ficilmente equivale a suponer una coleccién de dipolos
contenida en R.

Con esta suposicion, como en el capitulo anterior, la propiedad V
que proporciona al espacio la distribucién S, esti medida por:

1
V:Emif(pi), i
P

véase Fig. 2 del Cap. I.
Se calcula V desde puntos P sobre la superficie K, o exteriores a K.
Una sustitucién S;, similar a la definida en la ecuaciéon (4) y repetida
en la ecuacién (2.1) del Capitulo II puede escribirse en la siguiente
forma:

(Bl SN — —[ (£ my X;) f, (r) =1 (% ¥i) f, ) +
+ @m;z) @]+ .....

tomando coordenadas esféricas P (r, A, ¢) como en el Capitulo 1I, véase
Fig. 3, en la ecuacién (3.1) se tiene la siguiente expresion:

(3:2) =SV E [m2=0 (8o cOos m A

hy sen m )) Py
A

esta ecuacion es frecuentemente usada con el artificio de el “Balayage”.
Sea un punto singular Q; (xi, y;, ), |0Q;| = h;, en que reside m,.

’ 2
En los momentos de todos los érdenes: m; x;, m; xj, m; X; y;, etc., se toman
2
e k : X; 2 E X 5
las siguientes identidades: m; x; — a m; —, m; X; — a% m; —> etc. Asi
a a

h, A
es como si se tuviera la masa 6 carga m; — a la distancia a del origen
a

y deslizada a lo largo del vector h;. Se determinan g, g;, h;, g, etc., en
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o5 h; < o X m; X;
funcién de las componentes de m; —, y se tienen g; — — ',
a a
3m,y; = ; A
gi — —i, etc. La funcién que determina a V, puede escribirse:
a
0 n
2 aﬂ 2 m m m
V= —— (gn cos ma 4 h, sen m)) P,
=1 rn+1 m=0

Este es el artificio conocido por el “Balayage”, desde luego la ecua-
cion que da V, de todas maneras funciona como una substitucién S,.

En geomagnetismo se introduce el factor a* [9] que afecta todo el se-
gundo miembro y se tiene la conocida expresion:

[ n
£ n+1 - %
V=a 2 (—) 2 (8. cos mx 4 h;' sen m)) PT
n+1 T m=0

En esta sustitucién S, se estdin midiendo puntos singulares de 6rdenes
uno, dos, etc., residentes en el centro 0 de coordenadas, como ya lo men-
cion6 Umow [4].

En esta S, el centro 0 de la sustitucién es el centro del planeta como
fue definido en 1.1 y que en 2.0 se ve que coincide con el centro geo-
grifico. El eje de rotacién es el eje OZ, el plano XOY es el plano del
ecuador geogrdfico, el plano ZOX contiene al meridiano de Greenwich.
Se considera la tierra esférica en este caso. Fl radio de la esfera r — a.
Los polinomios asociados de Legendre (normalizados segtin Schmidt) son:

P(l’ —casip: P, — sen ¢

| -
= o= (3 cos 20 LUy P \23 sen 26,

2 V3

B — 5 sen? @, etc.:

Se tiene la siguiente:
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TABLA I
Autor Epoca gf g: h; gg g; h, gz2 hi
Gauss 1835 —3235 —311 625 51 292 12 —2 157
Adams 1845 —8219 —278 578 9 284 —10 4 185
Fritsche 1885 —3164 —241 591 —85 286 —75 68 142
Dyson-Furner 1922 —3095 —226 592 —89 299 —124 144 84
Afanasieva 1945 —3032 —229 590 —125 288 —146 150 48
Finch-Leaton 1955 —3055 —227 590 —152 303 —190 158 924
Hendricks-Cain 1960 —3042 —216 578 —154 300 —195 159 20
AGRTF 19651—30400—212" ¥576--=165 %299 2201+ <157 13

En esta Tabla y en las demds la unidad que se usa es: 1 unidad —
y = 10-* oersteds.
Por comodidad en la ecuacién (3.2) el primer paréntesis recto se re-
presentard por V,, el segundo por V,, etc.
A continuacién se calculan los momentos y direcciones de los ejes de
los puntos singulares de érdenes uno y dos dados por V, y V,. Como
se vio en 1.0 se tiene para cualquier sustitucién S,

W, = @, A,, ver Ecuacién (L.5)

de aqui ficilmente se deduce la ecuacién en que W, estd referida al eje
dado por @, y es la conocida ecuacién

M, cos
WV s aciatigen oy

12

Pasando a coordenadas esféricas y estableciendo queSW SV, denla
ecuacion de Gauss, se tiene

(8.8). M, cos f, — a3 g}
M, sen §, cos A\, — a3 gi

1
M, sen 6, sen A, — a® hj,

lo que sugiere introducir la definicién de momento reducido m,; del
punto singular de orden uno (dipolo) por medio de la igualdad
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m = @) @) )

con lo que se verifica

M, = a® m,, los dngulos 6, A, corresponden a a,.
g0 1
1 1
Se ve que cos f, = > tan Ay = ——.

= 1

En este trabajo, se hace el analisis hasta el afio de 1965.

Estas coordenadas (f, \,) dan la interseccién del eje del dipolo com
la superficie de la Tierra, dirigido hacia el sur, pero es costumbre dar
la direccion del dipolo hacia el norte por lo cual en la Tabla II, se
da la direccién hacia el norte y la longitud oeste, asi como el momentoc
reducido del dipolo para las diferentes épocas.

TABLA II

Epoca o Ao my

1835 12° 1V 632133/ 3309
1845 > =il 128167 642197 3282
1885 10244 B9, 3228
1922 112357 69° 06 3159
1945 ° 1t 7l 68° 47 3097
1955 L1822 682 b7t 3120
1960 TS 287 69° 30’ 3104
1965 LLe27 69° 48’ 3096

Aunque el cdlculo de los elementos que producen V, es bien cono-
cido, se expuso porque orienta en la forma de obtener los elementos que
producen V,.

En una S cualquiera el término del punto singular de orden dos esta
- dado por

1 =
W, = 5 4, [A, V/;], ver ecuacién (1.5)

como en el caso de W,, se deduce la ecuacién en que W, estd referida
a los ejes de direcciones u, y v,, y se tiene:

M 3 1
(3:8). "W = -ra—z [_2— COS ¢; COS ¢, — o cos a:l
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la conocida ecuacién dada por Maxwell [5]. Para establecer W, — V,
en la ecuacion de Gauss, conviene definir un momento reducido de:

cuadripolo m, tal que verifique
Mz —-a* m,

los angulos ¢;, ¢, se dan en la figura siguiente:

P

Figura 6

Se hace i, — OH,, v, — OH,

Sean X, Yy, z, los cosenos directores de OH,; X,, V, 7, los cosenos
directores de OH, y como anteriormente x/r, y/r, z/r, los cosenos di-
rectores de OP. Se substituyen en (3.3), cos ¢;, cos ¢, y cos « en funcién
de los cosenos directores, y se transforma a coordenadas esféricas como
se hizo en el dipolo. Se compara la expresién obtenida con (3.2) con el
objeto de que W, produzca el efecto de los términos de V,. Haciendo
M, = m, a* se obtienen las siguientes relaciones que deben satisfacer
los coeficientes gi y hi

2 2

: 2
(4. m (Z2— YY) = g + —ng
V3

2g:
V3
2'h;
V3

m, (xl Z, + X, 21) —

m, (y, zz Vo ) =
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2 9
m, (X; X — Y S — B
V3
ohe
m, (X; V. - X, Y1> = _2
V3

x?-{-yf—{—z?:l, ]

Con estas ecuaciones se obtienen los valores de los cosenos directores
de OH,; y OH, asi como el momento reducido m,, con los cuales se en-
cuentran las coordenadas que determinan las intersecciones de estas di-
recciones con la superficie de la Tierra y las cuales estin dadas en la
Tabla III y pueden verse representadas en la Fig. 7.

TABLA III

Ano Ay 7N Ao 0,

1835 17857197 0752 — gye 4i¢ Eh1i2 ()
1845 177557 90° 50’ — 89° 17 Ihd % hat
1885 168° 10/ 84° 39 —103° 45" 1512585
1922 16124 822114 —130° 59 b 38195
1945 1582 144 78> 13" —140° 30’ 1548 597
1955 15524180 T e =1 1425 4¢ 1562 55¢%
1960 1522435 755457 — 1458 52¢ 156% 564
1865 1522105¢ 74° 46’ 7S 1575284

El dngulo « formado por los ejes OH, y OH, asi como el valor m,
varfan segin la Tabla IV.

3.1—Por comodidad se considera en este pérrafo, el radio de la tierra
a = 1, en lo que se trabajard con la ecuacién (3.2). Se pretende efectuar
una S, a S; tal que dé: S, (S, So) = S. S,. Como se define S, en el
‘Cap. I que implica hacer minimo el segundo término de S, S,, es decir,
hacer minimo el término:

1
M = 5 [g. P; + (g cos A + hl sen X)B, =

+ (g: cos 21 - h; sen 2x) Pj],
dado en la ecuacién (322
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TABLA 1V

Afo a m,

1835 85b° 14/ 386.85
1845 90° 36’ 363.46
1885 932487 388.61
1922 87° 20" 432.64
1945 SR (e 439.21
1955 922234 485.04
1960 922719/ 485.91
1965 93° 24/ 492.08

Se recuerdan aqui los puntos de vista de William Thomson A
Schmidt dados a conocer ampliamente por Chapman y Bartels [6].

Se va a generalizar en cierta forma el punto de vista del primero de
ellos, en efecto en el parrafo (1.1) del Cap. I, al hacer el analisis del
caso b) en que ¥ m; — 0, de la ecuacién (1.4) escrita en la forma:

S N a3 fz + Ay, fxx -1 2a;, fxy + a,, fyy -
—I_ 2a'13 f.\'z + 2a23 fyz —-'— 333 fzz + .....

se pasé a la forma S, S, en la ecuacién (1.6) del mismo parrafo que-
dando:

S i N=raglil e, (= Al e D

Aplicando este artificio a la ecuacién (3-2) en que:
1
Vi=— [80 PY 4+ (g1 cos A 4 hi sen a) P},

(\}

s
Vo — - o g et et
con una rotaciéon conveniente en el sistema de referencia en que
’ b I o
quede a lo largo del eje OZ, puede escribirse V, — — [g: Pi], los otros
2

términos V,, etc., conservan su misma forma, con lo que podra escribirse:

1 0 0 1 0 0
SI:V:—[g1P1]+r—3[g2P2+...]+...

r2

— VLN e L
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Si se aplica una S, a S, se tendra:

S, S 7 V. = Vit Ay

AV, que se forma con segundas derivadas de f(r) tiene la forma:

Avl — (0! 0’ u:.’z) fxx‘ fyy fxz Vaox
¥X =YY =¥E V2Y
ZX zy fzz V‘Jz

1
— [ag Pg -+ (a; cos A + b, sen A) P:]
r

si ag = —gg, a; = -—gi, b; =i aalyh
1 0 0 1 2
(3.5).558; S, = V- — 1 [g. Pi] + e [g: cos 2)

S ke e P e BT

Si se usa el criterio del valor medio cuadritico de V, tomado sobre toda
la esfera terrestre, cuando V, se tiene:

1
Valf = = [(g‘z’)z + @ + )+ @) + (hZ)z:l-
Se ve entonces que este se ha hecho minimo cuando se tiene la ecua-
1 2
<ion (3.5), en efecto, con S, S, |V,|* se reduce a I:—; (g’i)2 + (hi)“] y
: r

ya no es posible hacer mds reducciones, pues gs, h; son invariantes bajo
traslaciones. Es decir, de acuerdo con las definiciones del Cap. I, S.
S, = S., 0 en S, es el centro C de la distribucién S, : {m;}, como fue
-definido en 1.1.

Analizando este término, bajo la sustitucién S, S,, se ve que corres-
‘ponde a un cuadripolo cuyos ejes de cosenos directores (X;, y,, 0) del
primero, (X, V., 0) del segundo y momento m, satisfacen:

m, (X; X + v; ¥2) = 0,
\/g m, (%X Xz — Vi Yo} — 2 gi,

\/:9; m, (X Yo - % Yab—12 hi
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En la primera ecuacién se ve que el coseno del angulo formado entre

los dos ejes es cero, es decir, forman un dngulo de 90°.
Electuando una rotacién en el plano XOY de tal manera que el eje
OX por ejemplo, divida al dngulo formado por los ejes simétricamente,

se comprueba que queda:
1 e
AV1+V2:r—3m2C052)\P:; \/sz :2g§

Se ve entonces que después de la tltima rotacién se tiene S, : V —
1
r2
en lugar de m,.
Siguiendo el criterio de Schmidt, si se parte directamente de la ecua-
cién (3.2) y se efectia la operacion S, S, tal que lleve la distribucion
a un punto ¥ (x, y’, 2’) se tendrd como ya se vio antes:

S8 o Vo=V A AV, L W) i

1 3 . 2
gf Pf -+ o gg cos 2\ P; -+ ... en esta ultima expresion se ha puesto g,
-

en que AV, — —[a; P; (a3 cos A + b; sen A) P} -+

L (aycos 2X + b3 sen 2)) e T

de manera que:
Ve + AV, = (g2 — a3) P} 4 [(g: — a}) cos A +
+ i(h, — b;) sen AL P e = a5} cos 2n< -

+ (h; — b;) sen 2)] P.

Si ahora se pide minimizar la medida de este punto singﬁlar de orden
dos, puede usarse el criterio ya citado, de minimizar el valor medio cua-
drdtico de V, 4+ AV, con lo que se llega a las conocidas ecuaciones da-
das por Schmidt [6].

B = Jgiial o g%’ — h y

4= @7+ g x) V3

b= (7 4+ g ) V3
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— (gi R = hi y) \/?:

N

a
b= (i x + g y) V3
donde x’, y/, z/ estdan dadas por las expresiones:

2

x = a {(Li='g By
y = a (L; — h; E)/8 m]
7 = a (La — & E}3 m,

L= 2 g g + (2 & + hi by) V3

Lo— g g+ @ +geg-+hh)ys
L. = —higs 4 (2 he — hi gi 4 g bi) /3

E = (Log b Ly, gr 4 b)/4 ..

Para las ecuaciones (3.7) se ha considerado el radio r = 1.
El centro C en coordenadas esféricas: r, A, § y tomando el radio de
de la tierra igual a 6368 km para las diferentes épocas tiene la

TABLA V

Ao T A 0

1835 289 188° 22’ 102° 59’
1845 285 1812 12~ 95° 02’
1885 305 168° 35’ 87° 467
1922 364 161° 19 80° 21’
1945 368 156° 307 75° 41/
1955 436 150° 49’ 74° 18’
1960 440 149° 55’ 74° 02/
1965 450 148° 42/ T22H2F

donde r es la distancia C al centro 0 geogréfico.
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Intersecciones de los ejes del cuadripolo central con la superficie de la tierra para
diferentes épocas.
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Usando las férmulas (3.4) con los nuevos coeficientes para el desarro-

llo de la forma:

V — (V. + AV,)) = (gg — ag) Pg -+ [g}2 - a;) cos A |+
+ (bt — bY) sen A] P2 g2 —ia’) cos 25 n

2

+ (b2 — b?) sen 2a] P7 4 .....

se obtienen los cosenos directores de los ejes del cuadripolo transladado
al centro magnético C, los cuales estdin dados en la Tabla VI.

TABLA VI

Aio Xy Vi Vi X VI Zs m,

1835 —0.9931 —0.0874 0.0786 0.0706 -—0.9781 —0.1958 240
1845 —0.9955 —0.0581 0.0756 0.0437 —0.9827 —0.1802 212
1885 —0.9856 0.136% 0.10056 —0.1519 —0.9736 —0.1703 238
1922 —0.9216 0.3632 0.1368 —0.3816 —0.9126 —0.1467 240
1945 —0.8899 0.4285 0.1563 —0.4478 —0.8834 —0.1385 219
1955 —0.8584 0.4881 -0.1581 —0.5079 —0.8520 —0.1268 228
1960 —0.8510 0.5017 0.1555 —0.5218  —0.8441 —0.1232 228
1965 —0.8427 0.5151 0.1567 —0.5339 —0.8368 —0.1215 224

Los angulos coordenados que forman OH,, OH.,

ferencia con origen en O estin dados en la Tabla VIL

en el

TABLA VII

Ano 0, Ay 0 Ao

1835 85° 30/ 185° 00 TG et Bye 274° 08’
1845 85° 40/ 185° 157% 1002 25 T o i
1885 84° 14/ 1722:108¢% 99° 48’ 261° 08’
1922 82° 08’ 15852965 98° 26’ 247° 18
1945 81° 00’ 1532 587 97°:58" 243°07"
1955 80° 54’ 1502 23* S 2392°127
1960 81° 05’ 149° 29’ 97° 05 2382 167
1965 80° 59’ 148° 40/ 96° 59" 2872 28¢

sistema de re-
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Intersecciones de los ejes del cuadripolo cuando el dipolo y el cuadripolo residen en C.
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3.2—En el Capitulo I se dieron definiciones con las cuales, cualquiera
distribucion S, : {m;}, m; > 0, para toda i, determina por si misma su
centro C, su eje principal ZC, o, un plano principal M (ecuador gravi-
métrico), que pasa por G y es normal a ZC.

De esta manera si se procede en forma similar en el caso magnético,
en que la distribucién S, : {m;}, es tal que = m; = 0, la sustitucion

1 0 0 1 2 2
(3.6) Sk3V=Fg1P1+r—3g2C052APz+ .....

queda referida a un sistema de ejes propios determinado por la distri-
bucién S, : {m;}, de manera que existen motivos que dan similitud
numérica y geofisica para definir el plano principal como ecuador mag-
nético.

De esta manera, asi como en el caso gravimétrico hay tendencia a si-
metria ecuatorial, en el caso magnético también hay fenémenos que tien-
den a simetria ecuatorial, por ejemplo, en el fenémeno de las bandas
de Van Allen. >

3.3—Informacién: En la Tabla II se ve que el momento del dipolo
m, ha disminuido de 1835 a 1965 el seis por ciento en valor absoluto.
Desde luego que es posible que el fenémeno de disminucién sea de la
misma naturaleza que el observado en algunas estrellas llegando inclu-
sive a la inversion.

Si como es la evidencia, se establece el campo en funcién de la fluidez
y de la velocidad de rotacién, es de esperar que la parte solida del pla-
neta haga lentos y débiles los fenémenos geomagnéticos, y asi, mientras
en las estrellas como o* “Canum Venaticorum” el cambio se realiza en
cinco dias y medio [8] y en el sol en cinco anos [7] en la tierra se realice
en miles de afos.

Con esta informacién puede interpretarse el dato de que el campo
magnético en Mercurio o en Marte es muy débil, en el sentido de que
al invertirse el campo, el primer término de la ecuaciéon (3.2) pasa
por cero y en ese momento se supone que es observado (los otros tér-

! |
min i S i
os varian con S etc.) o bien, la parte que se comporta como

fluida y capaz de ser fuente del campo, es muy reducida.
La informacién que proporciona el analisis de los términos que con-

tienen a g;, h, en la sustitucién S, de la ecuacién (3.2), es en el sentido
de que m, esti creciendo en el periodo de 1835 a 1965, como puede
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verse en la Tabla IV, en que m, va de 387 a 492 unidades, 1 unidad —
10+ oersted.

Sin embargo, €l anilisis obtenido de la Tabla VI y que corresponde
a Sy no informa de tal crecimiento. El valor de m, en esa época se man-
tiene proximo a un promedio de 230 unidades. Desde luego la ultima
Tabla es mds consistente puesto que sus datos resultan de que S, estd
referida a un sistema de coordenadas determinado por la propia distri-
bucion S,.

En cambio en el valor m, dado por la Tabla IV se encuentra in-
cluido un momento de orden dos, generado por m, al desplazarse para-
lelamente de C hacia O centro de S, ecuacién 325y la m, de Ia
Tabla VI es la parte invariante bajo translaciones del sistema de refe-
rencia encontrada en la ecuacién (3.5), con el criterio de William
Thomson.

El informe obtenido de la Tabla V es en primer lugar que la distan-
cia OC estd creciendo en forma muy consistente (esta es la explicacion
de que m, esté creciendo también en la Tabla IV); en segundo lugar

_la direccién OC tiene un movimiento de rotacién en la direccién nor-
oeste que va con la direccion OH, (A, ¢1) de la Tabla IV, y muy inte-
resante puede resultar el que la direccién OH, de la Tabla VII se en-
cuentre aproximada a la de la Tabla III aunque mds hacia el oeste,
cuando no habfa por qué esperar esta aproximacion.

El resumen de las Tablas III, IV y VII es que S, —= {m,} se aleja
del centro 0, geografico y gira en direccién noroeste predominando la
tendencia oeste.

Cuando se calcularon las direcciones de OH,, OH, enila Tabla IIL,

'se tuvo en cuenta que:

il o
W= [A; V'Z] =
2
1 = =
=y (— @) [A: (= V)]
Como en alguna de las dos direcciones estaban implicitas las del punto
singular de orden dos, generado al efectuar S, S, — S, OH, quedo de-
terminado por (A,, 6,) de la Tabla IV.
Naturalmente que si se calculan tablas correspondientes para el oc-

tipolo y otros multipolos de érdenes superiores para S,, se induce que
los momentos m,;, m,, ..., también se incrementarian con OC, vy, tam-
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bién sus ejes registrarian el movimiento se rotacién hacia el oeste. En
cambio para S, solo se registraria el movimiento de rotacion.

Como se ve en la Fig. 8, las intersecciones de los ejes CH, y CH. con
la superficie de la tierra tienen lugar en‘las proximidades del ecuador
geogrifico, lo que era de esperar.

Si se ve con detenimiento la fotografia presentada por W. Livingston
[7] del disco solar, se nota que, prescindiendo del signo, se presenta una
distribucién magnética que tiende a ser simétrica alrededor de los polos
Norte y Sur en el Sol. Lo que sugiere que la ecuacién del potencial
magnético, debida al campo “permanente”’, referida a los propios ejes
dados por la distribuciéon S; tendra la forma:

1 0 0 1 2 2
S : V=—g P1+—r3 g, cos 2n P, + ..... 2
F2

y el eje principal y el plano principal (ecuador heliomagnético) dife-
rirdan poco del eje de rotacién y del ecuador gravimétrico solar.

En la sustitucién S, el primer término tiene simetria axial, el se-
gundo término tiene simetria ecuatorial, de manera que las anomalias
en escala planetaria, que no guardan estas simetrias estardn dadas a par-
tir del punto singular de orden tres (octipolo) en adelante.

En la figura 9 se han tomado las cartas publicadas por el Coast and
Geodetic Survey, correspondientes a los afios 1945 y 1955. En las cartas
se han publicado las lineas que se consignan en la fig. 9 con la deno-
minacién de ecuador real. Se ha trazado aparte de esta curva que corres-
ponde al ecuador geomagnético, en cada una de las épocas el ecuador
definido en este capitulo; también se ha trazado una curva que corres-
ponde a un plano ecuatorial (geomagnético) calculado por minimos cua-
drados. Como se observa el ecuador real aparte de encontrarse bastante
distorsionado (lejos de encontrarse en un plano) esti cambiando con
el tiempo.

Esto junto con el dato del movimiento de rotaciéon del cuadripolo su-
giere que la regién donde se genera el campo magnético no es homo-
génea. Y esta regién tampoco es concéntrica con la forma del planeta
y se encuentra en movimiento, lo que pudiera ser util en el estudio del
interior de la Tierra.
~ 34—En un dipolo AB, en A reside Ia carga (—m), en B reside Ila
carga (+m), |A B| = 2h.

Se toma la direccion AB como eje OZ, el punto O centro de refe-
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rencia se toma en €l punto medio de AB. El potencial de este dipolo
puede escribirse como:

2 mh?3

(3:7) V, = —2 mh §, (r) — TE

fzzz (r) S

En forma similar para un cuadripolo con cargas (-4-m) residiendo en
Q. (b, 0, 0), (4m) residiendo en Q, (—h, 0, 0), (—m) residiendo en Q;
(0, h, 0) y (—m) residiendo en Q, (0, —h, 0) el potencial correspon-
diente es:

2 mh?
(38). Vo= o5 [fa) — @)

9 mht
e —;n,— SarTE e b

De esta manera si se usa un modelo de dipolo y cuadripolo para
describir los primeros términos del potencial V del campo magnético
terrestre, no necesariamente debe suponerse que r )) h y por lo tanto
se sugiere que el potencial de los modelos serda del tipo dado por las
ecuaciones (3.7) y (8.8) sobre todo cuando el potencial estd referido al
sistema geografico en que aparecerdn otros términos al desarrollar estas
series por el traslado y rotacién de ejes.

Se comprueba ficilmente que el término de cuadripolo lo proporcio-
nan cargas no polarizadas en el campo del dipolo (anomalias). Si las
cargas no polarizadas aumentan, es fdcil ver que se va a construir un
término de octipolo con cargas no polarizadas ni en el dipolo ni en el
cuadripolo, y asi sucesivamente.

Se verifica que en el potencial

GO NV, 1 ¥, th Sy N

el término V, va a dar el potencial de un multipolo de orden n m4s
términos que hereda de las series de los multipolos anteriores.

En el caso solar en la fotografia mencionada [7], se ve que la pola-
rizaciéon en un dipolo no es intensa, entonces los momentos de multi-
polos M, para el desarrollo de la ecuacién (3.9) no necesariamente van
a ser convergentes sino simplemente de valor acotado.
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4.0—En el primer capitulo, cuando se traté de un punto singular
de orden cero, m, residiendo en Q™ (%6 Vo» Zo) s€ vio. |2 propiedad que da
al espacio ese punto singular para puntos P (X, ¥, z) por medio de

V — mf(p), o —= PQ
o su sustitucion

V = mf() — mg, A, +

Se ve ficilmente que esta sustitucion es la introducida por Maxwell,
[1] pdg. 225 y 226, con el desarrollo también en serie:

oo

hk  dxf
V = 2 m l— (r) 7
k=0 k! dhk

Para la expresién

Vo= 2 g £{p0)], se tiene la sustitucién
by 9% (r;
M b
T=1t k=0 k! ah]!;

4.1—Multipolos y puntos singulares: Desde luego se considera el es-
pacio tridimensional euclidiano. Se usan paralelepipedos  (simplejos)
cuyas dimensiones se definen como sigue: paralelepipedo de dimensién
cero, un punto A. Paralelepfpedo de dimensién uno, un segmento AB;
Ay B vértices, de cada uno de ellos sale una arista. Paralelepipedo de
~dimensién dos, uno como el anterior AB y un A’B’ paralelo a él, unien-
do A con A/, B con B’ de cada vértice A, B, B/, A’ salen dos aristas.



40 : ANALES DEL INSTITUTO

Paralelepipedo de dimensién tres, un ABCD como el anterior y un
A’B’C’D’ paralelo a él, uniendo AA’, BB/, ..., se tiene que de cada vértice
salen tres aristas. Paralelepipedo de dimensiéon cuatro, un ABCDE ...
como el anterior y un A’B’C’D’E’ . .. paralelo a €], como antes uniendo AA’,
BB/, ..., de cada vértice salen cuatro aristas; se ve que asi se pueden
construir paralelepipedos de dimensién cinco, seis, etc. Se ve que si un
paralelepipedo es de dimensién n, de cada vértice salen n aristas. Si AB
es una arista, se dird que A y B son vértices contiguos. Si en un parale-
lepipedo de dimensién n, se supone que en un vértice A reside un nu-
mero real (4m) y en los contiguos a A se supone que residen (—m)
en cada uno y asi todos los vértices del paralelepipedo contienen ele-
mentos (4m) o (—m) se dird que el paralelepipedo es un multipolo de

orden n. Si las n aristas que salen de un vértice A mandennralsens . 1,
longitudes, se define un momento del multipolo como:

M,—=C,m, -1, -1, . ... -1, ;C, es un nimera constante que se
puede tomar con algun criterio conveniente, vg. C, = nl

Si se consideran las direcciones de las aristas que salen de A, por
—_— =

ejemplo, AB, AC, ..., como ejes, el multipolo de orden n, tiene n ejes.
Desde luego conviene considerar esos ejes orientados de tal manera que
se prefiere tomar un vértice que contenga el nimero (—m) como origen
y dirigir las aristas hacia los contiguos que contienen a (4m); asi, si
(—m) reside en 0 y los contiguos a 0 son A, B, ..., quedan definidas las

—_— —_—
direcciones OA, OB,

Si en una recta X’X se tiene un punto P (x) y sobre esa recta se tiene
también un punto Q(x 4+ Ax), cuando Ax —— 0, se dice que Q es
punto adherido a P~ de tal manera que toda vecindad u(P) contiene
siempre a Q. Supdngase ahora que en el multipolo de orden n y de

momento M, — G, m, I, - 1, - ir.osetenga Io=—St0 E—SI082, . . _,
n; considerando a ( como origen; entonces todos los otros vértices A,
B, ...; del simplejo quedan adheridos a 0. En este caso se dice que 0

es un punto singular de orden n. Es obvio que el multiplo si puede
existir en la naturaleza (en el laboratorio) mientras que el punto sin-
gular es s6lo un modelo matematico.

4.2—Puntos singulares en el espacio de una dimensién. Sea un punto
singular Q (m) de orden cero, es decir un punto Q en el que reside
el numreo m, la coordenada de Q es h, el observador esti en P.
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Como se ve en la figura, PQ = p,
(41) V= mf (p), DX h,

entonces:
mh
(42, V = mi() - — £(x) +

mh?2
o Hamye— Bl R

Si se analiza el término

Vit et x)i—

I [ mh ; % mh ¢ :l
— lim X X)) X
- a9 = D f(y

mh St 2 "
se ve que en — oo f(x) se estd midiendo la propiedad que al espacio-
=

mh o3
, residiendo
X

da la presencia del punto singular de orden cero (—

: m -
éste en el origen 0 de coordenadas; en |- iy f(x 4+ Ax) también
X

midiendo la propiedad que adquiere el espacio por la presencia del pun-

! miy - ; £t
to singular de orden cero, - residiendo adherido a 0 por la izquierda
T

pues la coordenada de € AX y AX —> 0 (+ Ax estd tomado:

hacia la izquierda de 0). De acuerdo con lo visto se estd entonces ante
un punto singular de orden uno, con residencia en 0. El hecho de que
pueda simplificarse el segundo miembro de (4.2), no aparta de que esté:
dentro de la definicién V — sm; E(pi) establecida en el Cap. 1 en que
también se estableci6 que f tiene todas sus derivadas. Se ve también.
que en el término

- =

Vi =m o ()

¥ mh?
= lim [ f(x + 2ax)

Ax—0 (Ax)2
mh?2 mh?
A (Tx)zf(x + Ax) + o f(x)J,
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se esta midiendo la distribuciéon de cuatro puntos singulares de orden

mh?
cero: dos (-|- e

que estan situados en los vértices de un paralelepipedo de dimension
dos, aunque sumergido en un espacio de dimensién uno. Estos cuatro
puntos determinan un punto singular de orden dos residiendo en 0, como
.en el caso de V,. Es fdcil generalizar y ver que en

) positivos y otros dos correspondientes negativos

n

h
W= i 5
# i n! ()

se tiene la medida de un punto singular de orden n, aunque sumergido
en un espacio de dimensiéon uno. En esta forma se ve con mucha clari-
dad que si en (4.1) se estd midiendo la propiedad que el punto sin-
gular de orden cero m da al espacio cuando esa m reside en Q (h), en
(4.2) se tiene esa misma medida pero dada por puntos singulares de
o6rdenes 0, 1, 2, ..., n residiendo/'en 0. Desde lueego se supomne que
R _——> 0, si n —> oo. Si se pasa al espacio tridimensional, en el cual
se encuentra una coleccion S, : {m;} de puntos singulares de orden
cero, es fdcil ver que:

85185 :- V. =SS BRI RS % [E m; x;) £ +
(my yi) £ - (I miEz e e

1 —
+ 3m; £(r) — 0, Ay + 51 e 5% 2% = e

en Vo, = X m; f(r) se estd midiendo el punto singular de orden cero
localizado en 0 como se dijo en el Capitulo I
En V, = @, A se estd midiendo un punto singular de orden uno,
de eje en la direccién del vector G, y de momento M; — C m; — C m, 1.
EnVo— 5 0. [A, V5] se esta midiendo un punto singular de orden
dos con ejes en las direcciones @, y v, y de momento M, — 2 C, m, 1, I..
Se ve inmediatamente que M, = 3 C; m; 1, 1, 1,, etc.

Dado un momento de punto singular puede escribirse en diferentes for-
‘mas, por ejemplo en el caso de un punto de orden tres
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T R

C Jas| - [vs| - [ws|

= (C

4.3—En el segundo capitulo se trat6 el caso para el cual S, S, es con-

vergente. Si esa no fuera la situacion, puede tratarse como se ve enseguida:
Sean P (x, y, z), Q (X0 Yoo Z), €n que m reside en Q.

Z
A

£

Figura 10

Se tiene r < h de manera que la sustitucién S, S, es divergente, como-

se ve en la ecuacidn:

0 hk okf
SISO:V:Em—O(r)
k=0 k! 0hk

Si se hace uso del principio de reciprocidad (C. de La Vallée Poussin,.
Les Nouvelles Méthodes de la Théorie du Potentiel, p- 15 Paris, 1937)
para el punto singular Q que contiene a m, se tiene:

V =mi(h) — m [xf(h) + v (h) 4+ zf, ()]

+;[x2 2 AT T e gt

=mfth) — (x, y, z)[ mf, |+
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mi . mt _mf., X
1
57 (oo Yoriz) T e e e Y
T lp, iy z
e e e e
Para una colecciéon {m;} en que h; > r para toda i, se tendra:
S,
V.=32m fh) — (X Y 2Z) S,
S;
Si1 Si» Siz X
1
- 57 (G ) ST B o A e
ooty T Sl z

en que 8, = X; myl (b)) Sy = =ty (b
S, = X; m; f{h 1 5 =S e (h )

Sie. = X iy d(hyiSete

Se ve que se puede escribir en la forma:

V = go 4-r g Pi i eoseae h} sen A) Pi]

2

0 0

¢
+ 5y [8x Baireciis el Aty

Por ejemplo sea un cascarén esférico de radio a en que por unidad
de drea se tiene la masa m, como centro de referencia se toma el centro
o del cascarén. Por la simetria de la distribucién {m;}, es independiente
de X y 6 para puntos P (r, A, §) interiores, por lo tanto se tiene:

a— g; = A S (h e

4ra?m

— 47 am, como es bien
a

conocido.
En la ecuacién (5.1), la expresion

M
Ko k1 prk

se define como §’, asociada de S,, es decir asociada de (4.2).

v

I
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44—Fn el tercer capitulo como en el segundo, puede ocurrir que

h; > r para toda i y por lo tanto S, S, sea divergente.
Si este es el caso, entonces puede procederse como en el parrafo ante-

rior y se tiene:
R TS L (gi cos A + h; sen A) P1]
+ 12 [gs P; + (g» cos A + h} sen 2. P,

+ (g cos 2x -+ h: sen 2)) P

que corresponde al potencial magnético que se registra en la superficie de
la tierra y tiene su origen en el exterior de ella.

En el mismo capitulo tercero se vieron las ecuaciones de los puntos singu-
lares que dan V, de orden uno, y V, de orden dos; su forma general, para

1
cualquier f(r); y su forma cuando f — — residiendo en el origen y en
+ :

cualquiera direccion de ejes coordenados o referidos a sus propios ejes.
Aqui se dan las ecuaciones para un punto singular de orden tres (octi-
polo) y para cualquier f(r) es

1 = 5
Ve 37 U3 [(As V/3) W3] asi por ejemplo para el término a;, f,.
su- coeficiente s a,;; = uw, v, w,; para a,;, .y, su coeficiente satisface
J e — T VW - U, VL W 4+ u, vy wy;

en a;,; - f,y, €l coeficiente satisface las condiciones:

6 a,; =3 u v; w,, i, j, k, diferentes entre si

y ademds 1, j, k = 1, 2, 3.

: 1 E
Si f = — entonces se tiene:

3

1 2 m m gits
Vi— — 2 (8s cos mr + h; sen m)) P
i A

Si se toman los ejes del punto singular como ejes de referencia se

5 1
tiene en este caso en que e
iy
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N S
e [? COS @y COS @y COS aj

%5 (cos a; €os Byy -} cOS a, - cos By

-+ cos az cos Byy)]

r — OP; OH,, OH, OH, ejes del punto singular (octipolo); «; =
2 POH;, B,, — ¢ Hy OHS etc MiFmoniento:
Como se ve en el capitulo 3 Tabla I se puede escribir:

g = g (1) by = hy(0),
t, tiempo. Sin emabrgo, los datos no son como para garantizar que alguna
extrapolacién sea buena a partir de los datos dados en la Tabla I.

Para establecer las ecuaciones (3.4) en que se obtienen los valores
m, y los cosenos directores de los ejes del cuadripolo se usaron las ecua-
ciones (3.3) en que V, quedo referida a sus propios ejes y la V, expresada
en el desarrollo de Gauss. Pero probablemente es mas general el artifi-
cio de usar

fxx fxy fxz x2

m,
V2 2’ (Xl’ yls Zl) fyx l:‘yy fyz Y2
fzx fzy fzz Z2

que con la ecuacién

i
VOZF[gng+ (g: - cos A + h, sen A) P;

4 (g5 cos 21 + h; sen 21) Pj]

(se ha hecho el radio de la tierra a = 1).

En estas dos ecuaciones pueden deducirse muy ficilmente los cose-
nos directores de OH; y OH, ejes del cuadripolo y que estan dados
POT Xy, Vi, Z3; Xz, Vo Zo.

Este artificio se puede extender para calcular los ejes y el momento
de multipolos de orden superior al que aqui se trato.

4.5—Otras aplicaciones.

En los capitulos segundo y tercero se vio una aplicacién de sustitu-

: 1 .
ciones cuando f — —. En este parrafo se ve el ejemplo cuando f — r2.
i
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Sea la coleccién {m;} en la regién acotada R, ésta en el plano XOY,
también P (x, y, 0), m; > 0 (o menor) para toda i.
De acuerdo con lo visto en el primer capitulo se tiene:
Sy o V= 2hmy i<y para
S, 8 :V= (Em)fa) + Emx) k)

1
+ (2 Xt yi) fy(r) = [g m; X;* fxx _*‘ :l +

como r* — x* | ¥yA

Sy Sy uNe=eon L 2% > my. x; L
2y 3m;y; + 2 my ¥i® + 3 m; y;2

Si se efectia una S, tal que S, S, = S, puede escribirse S, S, : V —
¥ m; + X m; 12

Se ve quel se obtiene el conocido teorema de Steiner de manera que
si P(0, 0, 0), se tiene:

N =Y, T2
i

También puede usarse el criterio del primer capitulo para problemas
como el siguiente:

En Ia superficie de una esfera, un hemisferio se conserva a (+1) grado
y el otro a (—1) de temperatura, se trata de construir la funcién V que
describa la temperatura sobre esa superficie. Se supone una distribu-

ciéon S, : {m,;}, medida con el criterio V — 2 m; f(p;), tomando f(p)
: 1

que converja para un desarrollo de Taylor, vg: —, n = 1, 2, ..., desde
ru

luego el caso mds sencillo es n — 1. Si se procede como en los capi-

tulos I y II tomando una S se ve que se puede escribir:
L2 TR R e

pues V es independiente de A en este sistema de referencia y gji, h; = 0
cuando i =£ 0.

El conocido teorema de que una funcién V, definida sobre una super-
ficie esférica k, continua, acotada, puede desarrollarse en arménicos es-
féricos, es decir:
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>

0 m

M8

V= (gn cos mA -+ hy sen m)) Py,

n 0

que como se ve es una generalizacion del ejemplo anterior; puede gene-
ralizarse para ciertas discontinuidades como la que se ve, también, en
el ejemplo anterior. Es decir, pueden incluirse los casos de discontinui-
dades para los cuales, desarrollos de Fourier o de Legendre permiten
describir funciones. Desde luego, como el sistema de referencia es esfé-
rico, obviamente el desarrollo es en series trigonométricas de A y 6. Si
ese no fuera el caso, resultaria en funcién de las coordenadas escogidas.
En estos ultimos ejemplos algunos autores usan el artificio de el “Bala-
yage” de que se habl6é en el Cap. IIL

4.6—FEn el andlisis de ciertas expresiones diferenciales, por ejemplo la
hiperbdlica V. = f,,, V = constante, por la invariancia del cuadripolo,
bajo rotaciones puede llevarse a la forma:

Vi — a2fxx — bzfyy
En general la expresion diferencial homogénea

V = af, I bexy e nyy
puede escribirse

fxx fxy Vl
V= (u; 1)
to Vs
y so6lo existen = (s S 1
¥ 2= e reales cuando en

Vo = b/ (b — ac)

2

b2 — ac > 0, casos hiperbdlico o parabdlico; si b> — ac < 0 caso
eliptico, el cuadripolo no existe, a menos que se incluyeran expresiones
complejas que no se supusieron en este trabajo.

Con esto se ve que, si bien la ecuaciéon

a) V = X m; f(p;) puede llevarse a

b) V = (%mi)f(r)‘i“ll—'ﬁlAl—}‘
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la inversa no es cierta, es decir si de a) puede pasarse a b), no siempre
b) puede corresponder a alguna a).
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