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RESUMEN 

In a recent pubUcation 1 a matrix ly~ o/ botmdary value problem was in-

troduced in arder to simplify the descriptian o/ nuclear reactions. lt a p pre ar e d 

that this ty1'Je o/ boundary value problem could find applications in other bran ch es 

o/ mathe matic al phys ic s, and the pur pose o/ the pre sent note is to i 11 u s t r ate -

them. 

When we deal w itb vibrations o/ continuous media, with f>rob lems o/ heat 

flow etc., we usual/y describe the state o/ the system in terms o/ a single funf 

tion whicb depends on position as well as on tbe time. As an example, w e m ay 

mentían the lateral displace ment o/ a vibrating s tring, or the te m pe r a t u r e /~ 

tion in case o/ problems o/ heat f low. 

In many problems o/ vibration and heat conduction, o/ whicb examples -

will be given below, the description o/ tbe state by a single function leads tobound-

ary- value problems o/ great difficulty. It is possible though, in some cases, to 

divide tbe continuous medium into severa/ regions , and with each region we e an 

associate a function describing its state. Tbese functions can be grouped I o-
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gether in the form of a column matrix or vector, wbicb u ill the11 Tefn'esent the stale 

of the whole system. The mathematícal tnoblem we encounter then, is a 111 a tr íx 

boundary value problem, which is, in general, much simpler than the one we would 

have to deál with in the usual formulation . 

In the p-esent note, we s hall discuss two examples of matrix bound ary Vf} 

lue problems . The first onedescribing the flow of heat in a cross, illus trates 

the case where the interactions be tween the dif ferent regions appear through bound-

ary conditions. The second one, dealing with the vibration of systems of plates 

with intermediate e las tic media, illustrates the case where the interactions ta k e 

place througb the equations of motion. !Ve sball obtain tbe eigenvalues and eige1} 

matrix functions corresponding to this type of problems, and with the belp of them, 

gi"e a formal solution for any initial conditions. 

Far the discussion o/ the self-adjoint properties el tbis type of boundar y 

value problem, and the Tigorous derivation of the series expansion theorems, w e 

re fer to other- ¡mbiications 2 • 3 ' 4, 

INTRODUCCION 

En una publicación reciente,se ¡resentó cierto tipo de problema m a tri­

cial de condiciones a la frontera para simplificar la descripción de reacciones ny 

cleares. Nos d irnos cuenta de que este tipo de problema podía tener a p 1 i c aci9 

nes en otros campos de física matemática, y el propósito del presente trabajo, es 

el de ilustrarlos. 

Si nos oc upamos de prab lel'!'as de medios contínuos, de flujo de calor,etc., 

generalmente describimos el estado del sistema en términos de una sola función 

que depende tanto de la posición como del tiempo. Para ilustrarlo, podemos ha­

biar del desplazamiento lateral de uno cuerda vibrante, o de la función de tem p~ 

rotura en el caso de problemas de flujo de calor. 

En muchos problemas de vibración y conducción de calor, ejemplos de los 

cuales se darán abajo, la descripcion del estado por una sola función, nos 1 leva 

a problemas matriciales de condiciones a la frontero difíciles de resolver. Es p9 

sible, sin embargo, en algunos casos dividir el medio contínuo entre vurias r egi9 
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nes, y con cado región asociar uno función que describa su estado. Estas funci~ 

nes pueden agruparse en forma de columna mat<'icial o vector, que representará el 

estado del sistema. Nos encontramos entonces ante un problema matricial de CO!l 

diciones a la frontera, que es generalmente, más simple que aquel que se nos pre­

senta en la formulación usual. 

En el presente trabajo discutiremos dos ejemplos de problemas matr'ici9 

les de condiciones a la frontera. El primero, que describirá el flujo de calor en­

una cruz, ilustra el caso en el cual las interacciones entre las diferentes regiones 

aparecen a través de condiciones a la frontera. El segundo, que tratará las vibr~ 

ciones de sistemas de placas con medios elásticos intermedios, ilustro el caso en 

el cual las interacciones tienen lugar a través de ecuaciones de movimiento. Cbte~ 

dremos los valores y funciones matriciales características que corresponden o este 

tipo de problema, y con su oyuc!a daremos una solución formal poro cualquier con­

dición inicial. 

Habremos de referirnos a otras publicaciones 2 1 3 14 , para formular la d isc!' 

sión de las propiedades de auto-adjunticidad de este tipo de problemas de co nd_i 

cienes a lo frontera, y de la derivación ri~urosa de los teoremas de desarrollo en 

series. 

l. Flujo de calor en una cruz.~ Consideremos el problema de flujo de ca­

lor en una cruz (Fig. l a), cuyos cuatro brazos tienen la misma longitud 1, y de 

secciones cuadradas de área a 2 , doncle a << 1. El material de lo cruz tencrá 

una densidaci p, conducción K y calor específico c. Las coros lateral~s de 

la cruz estarán recubiertos en tal forma, que la conductividad exterior5 podrá to­

marse corno cero, es decir, no hay radiación. Si tratásemos de resolver este pro 

blelT'O Como uno de conducción de calor tri-dimensional en una región limitada por 

la superficie de la cruz, tendríamos un problema de condiciones a lo frontera de sq 

lución dHícil. Sin embargo, tomando en cuenta que la pequeñez de IÓ sección 

nos permite suponer que la temperatura en todos sus puntos es la misma, pode -

mas describir el estado de temperatura en la cruz de la siguiente manera: Asoci~ 

rr.os G cado brazo ~e lo cruz su función de temperatura B¡ (x,t), donde i = 1,2,3,4, 
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indica el brazo en cuestión, x representa la posición del punto en el brazo con 

O~ x ~ 1 como se indica en la Fig. 1 a, y t es el tiempo. El estado de te m­

peratura de toda . la cruz está descrita entonces por la columna matricial. 

6{x, t) = 

81 (x,t) 

82 (x,t) 

83 (x,t) 

84(X, t) 

(1) 

La ecuación para la temperatura en cada brazo será la bien conocida ecu9 

ción de flujo de calor en barras 5 , de manera que, la matriz que representa la temp~ 

rotura en la cruz satisface la ecuación : 

(2) 

Las condiciones a la frontera sobre la temperatura en los extremos libres 

x = O, pueden tener cualquiera de las formas acostumbradas 6 ; para sim pi i ficar 

4 J t/&-~,__ _______________ -_~:~~~~-===_=_== __ :_:_:_:::::71 
- , : •'~-----~"' 

1 
1 
1 

f ig. 1 a. 
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supon·dremos que los puntos de extremo serán mantenidos a la temperatura consta~ 

te de cero. Tenemos entonces: 

8(0,t) = o (3) 

Consideremos ahora las condiciones a la frontera en los puntos de extr~ 

mo x = l. La intersección de los brazos de la cruz en x = 1 dá lugar a un cy 

bode dimensiones lineales a, ilustrado en la Fig. 1 b. La pequeñez de las d_i 

mensiones lineales del cubo, nos permite suponer que la temperatura en todos los 

puntos del cubo es la misma. La temperatura en los extremos de todos los b rozos 

será idéntica, y tenemos que: 

(4) 

lo cual dá lugar a tres condiciones de frontera linealmente independientes. 

Finalmente, para obtener nuestra última condición a la frontera, debemos 

considerar el flujo total de calor dentro del cubo. El flujo de calor por unidad de 

tiempo a través de las secciones de extremo de cada barra dentro del cubo está d!J 

do por - K a 2 \"o e/o x) X= 1 • E 1 influjo total de calor dentro del cubo debe SEi' 

igual al incremento por unidad de tiempo de la cantidad de calor en el cubo, que 

es µ:a 3 ( o81/ot)x = I" Estacantidaddependede a 3 ydebidoala pequeñez 

de las dimensiones lineales del cubo, puede tomarse como de orden supe­

rior al flujo total de calor al interior. E 1 flujo neto de calor al interior del 

cubo puede suponerse entonces como "' O y, como no hay radiación a tr9 

vés de las ceras laterales, nos encontramos ante las condiciones a la fron­

tera: 

4 

¡ ~ 
1 

(0 8/o x)x = I o (5) 

El problema de flujo de calor en una cruz t.iene ahora una descrip­

ción matemática completa en términos de la ecuación (2), y de las con d i-
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ciones a la frontera (3), (4), (5). Debido a la simetría de este problema Pª! 

F ig. 1 b. 

ticular, puede--encontrarse una transformación lineal simple de la matr í z 

B(x, t), la cua 1 reduce (2)-(5) a e uatro problemas ese al ares independientes. 

Sin embargo, hemos de discutirlo como problema matricial para ilustrar e 1 
procedimiento gºeneral. 

Si introducimos como de costumbre, una solución de la forma 

B(x,t) = B(x) exp(-A.t) donde A es una constante positiva real arbitraria, 

nos encontramos ante un problema matricial de condiciones a la frontera en 

el cual B(x) satisface la ecuación lineal ordinaria: 

o (6) 

así como las condiciones a la frontera (3), (4), (5). 

Para determinar los valores y func"iones matriciales características 

en este problema, notaremos primeramente que de (6) y (3). B(x) debe te­

ner la forma: 

B(x) 

1 

Asen(f...pc/ K)
2

x 

15 
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donde A es una matriz columna constante de componentes Aj , i = 1,2,3,4. 

Aplicamos ahora las condiciones o la frontera (4), (5) o la solución (7) y 

obtenemos el sistema homogéneo de ecuaciones lineales: 

1 1 
2 2 

A 1sen(Apc/ K) 1 - Aj sen (A.pe/ K) 1 = O ¡ i = 2,3,4 

4 ~ i 
L (A.pc/K)~ Aj cos('/\pc/K ) 2 1 =O 

j=1 

(a) 

1 

2 X ~ 
E 1 determinante de este sis1ema es: 4( A.pe/ K) sen 3 [ ('Apc/ K) 21] cos [(>.pe/ K) 21) 

y los valores característicos para los cuales se hace cero este determinante son: 

A. = 
" 4 pe 12 

n = 0,1,2, .•• (9) 

Podemos ver del determinante que cuando n es impar, el valor caracte­

rístico no es de!;enerodo, mientras que si n es por, es triplemente degenerado. 

Las funciones matriciales correspondientes son: 

Para n impar: 

para n par: 

o 
-1 

o 

1 - ;¡ 
1 sen(n 7Tx/ 2 I); 

- .L 
(21) 2 sen(n 7T x i 2 1) 
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o 
-1 

1 

l - 2
sen(n7Tx/ 2 1) 

(lOa) 

(lOb) 



como: 

-1 

-1 

1 
-2 

(21) sen(n7Tx/ 2 I) (lOb) 

Definimos el producto escalar de dos funciones matriciales </>(x), ¡/; (x) 

(11) 

donde </>' (x) es la formo transpuesto de la matriz </>(x). Vemos entonces que 
(a;) 

para n par, las funciones matriciales características e (x}. a= 1,2,3 fue-
n (1) (2) 

ron elegidas en forma de ser mutuamente ortogonales, es decir, (8 n • en ) = o 
etc. Todas las tunciones matriciales característicos están normalizados ( 8

0
, 8

0
)= l. 

Finalmente, los funciones matriciales característicos que corresponden a dife re n­

tes valores característicos son ortogonales, como puede verse directamente de (10), 

así como de consideraciones generales de outo-adjunticidod presentados en otro 

trabojo 2 • 

Supongamos ahora que lo distribución inicial de temperatura está doda por 

uno función matricial r(x) de clase C(l), con segundas derivadas secciona!­

mente contínuas que satisface las condiciones a la frontera (3, 4, 5). La ver i a­

ción de temperatura con el tiempo estará representada 
3

' 
4 

por una función m ci tri -

cial: 

00 

B(x, t) = ¿ ª2 +l e2n+l(x) exp [ -(2n + 1) 2 
77 2 Kt/ 4 pe I?] + 

n=O n 

( 12) 

donde: 
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( a) (a) 
ª2n = (T, 82n) 

Vemos que en la formulación presente, el problema de flujo de calor en una cruz 

admite una completa solución. 

2. Vibración de cfos placas circulares con un medio elástico intermedio.-

Consideremos un sistema de dos placas circulares de radío R, aprisionadas en 

sus extremas, y con un medía elástico intermedia. Desísnoremos por P1 lo deri 

sídad, por O 1 la rigidez flexíononte, y por a 1 el espesor de la primero p 1 o­

ca, y p2 , D 2 , o 2 tendrán el mismo significada paro la segunda placa. Final­

mente, des ignoremos por k la carga por un idacl de área de las placas necesarios 

para producir uno compresión unitaria en el medio elástico. 

El estado del sistema vibratoria puede describirze entonces en términos 

del desplazamiento normal de las dos placas u 1(r,cp,t) y u2 (r,cp,t) en los cu9 

les r ,cp representan las coordenadas polares en el plano. Como la fuerza por 

unidad de área que las placas ejercen unas sobre otras, es proporcional a la cornpr~ 

sión u1 -u2 del medio elástico, tenernos que las ecuaciones de mavirniento 6 17 

para el sistema vibratorio son: 

( 13) 

lntroduc irnos, como siempre, una soluc ión a este sis tema de ecuaciones d ifer en -

ciales de la forma: 

u(r, cp,t) u(r){ cos mcp} exp(iwt) 

sen m cp 

( 14) 

en el cual, para simplificar la notación, nos abstenemos de asociar explícitamen­

te un índice rn a los dos componentes de matriz columna u(r). Esto nos lle -
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va al problema matricial de condiciones a la frontera: 

.!.~ r d 
r dr dr 

u(R) = O (du/ dr)r=R = O (15b) 

Este tipo de problema matricial de condiciones a la frontera difiere de 1 

anterior en cuanto a que las interacciones entre las componemes tiene lugar a tr~ 

vés de las ecuaciones de movimiento, y no a través de las condiciones a la front~ 

ro. 

Para encontrar las frecuencias características y las funciones matriciales 

característicos de (15), consideraremos primero el problema escalar de c ondic i o­

nes a la frontera: 

(.C 2 - A2 )v(r) =O v(R) = O, (dv/ dr)r = R = O (16) 

donde .C es el operador [ {1/r)(d/ dr)r(d/ dr) -(m2/r 2) ] y A es un paró m ~ 

tro, La solución de (16) es bien conocida, como que es el problema de condici o­

nes a la frontera de una sola placa 7 circular. La función v(r) está dada por 
1 1 

AJ (A2 r) +BI (A2 r) y los valores característicos An' n = 1,2,3, ••• se repre-m m 

' sentan por la ecuación trascendente: 

(17a) 

1 

Los raíces f3 = X. 2 Rhr de esta ecuación han sido determinadas 7 poro o 1 g u-
n n 

nos valores de m. Los funciones características correspondientes son: 

[ ( 
7T f3 r) J ( 7T f3. ) (7T /3 r ) ) A J --"-- m n 1 --"-

n m R lm{7T /3n) m R 
(17b) 
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donde A es une constante arbitraria. 
n 

Proponemos ahora uno solución poro (15) C:e lo formo un(r) = cvn(r) don 

de c es uno motriz constante de componentes c 1 , c 2 . Las condiciones o 1 o 

frontero (15b) se satisfacen infl1ediato1'1ente por (16), (17). 

Como 0 2 V \2 V ( ·' d .. 
L n = f\.n n' vemos que a ecuoc1on e mov1m1ento {15a) se 

transformo en las ecuaciones olgebráicos lineales: 

-k 
D -,; + 

2 n 
o (18) 

Paro obtener soluciones no triviales de este sistema deecuaciones, debe 

hacerse O el determinante de lo motriz y esto determino las dos fr~cuenc ias co-
( l) (2) 

Ú) w racterísticos n n 

que toman las formas: 

Ú) ~l)} 

(2) 
Ú) 

n 

donde: 

que corresponden a codo valor característico 

Lo motriz característico correspondiente tomo de (18), lo formo: 

donde 

(t ... 2 ) Y n 

, . .cm = [{ª 2P2/D2) Y ( lC n l l 
k/ 0 2 

1 

-a(f...2) + [a2 (A.2 ) +{0 1P1º 2P2)-1 kz)2 
n n 

20 
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E 1 problema matricial de condiciones a la frontera (l 5) está resuelto sien 

d f . , . ( l) ( 2> 1 f ' -
o sus recuenc1as caracter1st1cas úJ úJ y as unciones matriciales ca 

n n -

racterísticas tienen la forma: 

u(l) (r) = c(l) v (r) , 
n n 

) 2) (r) = c( 2) v (r) 
n n 

Se establece fácilmente de las ecuaciones generales (13), y de las cond_i 

cienes a la frontera (15b), que dos funciones matriciales características u*, u , 

que corresponden a frecuencias características diferentes son ortogonales en el sen 
R -

tido que: J 
0 

u* ' Wu rdr = O donde u* ' es la transpuesta de u* y W 

es la matriz: 

Podemos normalizar las funciones matriciales características u en el sentido 
R ' en que J 
0 

u Wu rdr = 1 eliaiendo la constante en (17b) apropiadamente. O~ 

tendríamos entonces: 

donde 

(a) 
(u 

n 

(,B ) 
u 1 ) = 

a., f3= 1,2 y 

1 
R (a)' (,B) 

0 
u n VI u 1 r dr = 8 a,8 8 n 1 

(21) 

n,I = 1,2,3, 

Hemos obtenido un conjunto ortonormalizado de funciones matriciales ca­

racterísticas que corresponden a este problema de vibración. Con su ayuda, po­

dríamos representar el estado de vibración paro las dos placas que corresponden 

a cualesquiera condiciones iniciales. Por ~jemplo, supongamos que tuviéramos 

en t = O un desplaz'amiento dado de dos placas, y que la velocidad inicial fue ­

ra cero. E 1 desplazamiento inicial de las dos placas podría representarse como 

la suma de términos de la forma: 

T(r} { cos m<P } para 

sen m<P 

m = 0,1,2, .•. 
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Poro co"do término de este tipo, lo solución al problema de vibración sería: 

\ 

cos mq>} 
u(r,t) 

sen m<¡> 

donde u(r,t) tiene lo formo: 

00 (1) (1) (1) (2) (2) (2) 
u(r,t) = 2: {(T,u ) u (r) cos(w t) + (r, un ) un· 1r) cos(w n 1)} , (22) 

n= 1 n n n 

y 

(a.) J R I (a.) (T, u ) = r (r) W u (r) r dr n 0 n 

Lo generalización de los desarrollos presentes o s istemos de mas de dos 

placas, así coll"o o otros tipos de condiciones o lo frontera, y o otros formas poro 

los placas, es sencillo. 

3. Conclusión.- Un tipo general de problema matricial de condiciones o 

lo frontera, que incluye los dos casos anteriores, sería aquél en el que hoy inter -

acciones entre las componentes de la matriz columna, en los ecuaciones diferenc:_io 

les y en las condiciones a la frontera. Si introd uc: irnos componentes adicion oles 

dentro de lo motriz columna para reducir el sistema de ecuaciones diferenciales o 

uno de primer orden, los problemas matriciales de condiciones o la frontera pre­

sentados en este trabajo, se reducen o la fama que ha sido extensamente discuti­

da por Birkhoff y Langer3 • Mientras que en su formulación 3 , la naturaleza de aut9 

adjunticidad de estos problemas se obscurece, sus pruebas concernientes a lo 

existencia y propiedades de los valores y las funciones matriciales característi­

cas, así como de los teoremas de desarrollo se pueden aplicar o los problemas qi.e 

oqu1 se discuten. Estamos justificados entonces, en usar teoremas de desarrollo 

tales como (12), (22) en lo solución de problemas del tipo aquí descrito. 

Los autores agradecen al lng. Ricardo Monges López, Director del 1 ns -
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