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RESUMEN

In a recent publication® a matrix type of boundary value problem was in-
troduced in order to simplify the description of nuclear reactions., Itappreared
that this type of boundary value problem could find applications in other branches
of mathematical physics, and the purpose of the {rresént note is to illusirate -
them.

When we deal w ith vibrations of continuous media, with problems of beat
flow etc., we usually describe the state of the system in terms of a single func
tion which depends on position as well as on the time. As an example, we may
mention the lateral displacement of a vibrating string, or the temperature func
tion in case of problems of beat flow.

In many problems of vibration and beat conduction, of which examples -
will be given below, the description of the state by a single function leads to bound-
ary' value problems of great difficulty. It is possible though, in some cases, to
divide the continuous medium into several regions, and with each region we can

associate a function describing ils state. These functions can be grouped to-
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gether in the form of a column matrix or vector, which will then reresent the state
of the whole system. The mathematical troblem we encounier then, is a matrix
boundary value problem, which is, in general, much simpler than the one we would
bave to deal with in the usual formulation.

In the present note, we sbhall discuss two examples of matrix bound ary va
lue problems. The first one describing the flow of heat in a cross, illustrates
the case where the interactions be tween the different regions appear through bound-
ary conditions. The second one, dealing with the vibration of systems of plate s
with intermediate elastic media, illustrates the case where the interactions tak e
place through the equations of motion. We shall obtain the eigenvalues and eigen
matrix functions corresponding to this type of problems, and with the belp of them,
give a formal solution for any initial conditions.

For the discussion of the self-adjoint properties of this type of boundary
value problem, and the rigorous derivation of the series expansion theorems, w e

refer to other publications? 3’4,

INTRODUCCION

En una publicacién reciente,se presenté cierto tipode problema matri-
cial de condiciones a la frontera para simplificar la descripcién de reacciones nu
cleares. Nos dimos cuenta de que este tipo de problema podia tener aplic acio
nes en otros campos de fisica matemdtica, y el propésito del presente trabajo, es
el de ilustrarlos.

Si nos ocupamos de problemas de medios continuos, de flujo de calor etc.,
generalmente describimos el estado del sistema en términos de una sola funcién
que depende tanto de la posicién como del tiempo. Para ilustrarlo, podemos ha-
blar del desplazamiento lateral de una cuerda vibrante, o de la funcién de tempe
ratura en el caso de problemas de flujo de calor.

En muchos problemas de vibracién y conduccion de calor, ejemplos de los
cuales se dardn abajo, la descripcion del estado por una sola funcién, nos lleva
a problemas matriciales de condiciones a la frontera dificiles de resolver. Es po

sible, sin embargo, en algunos casos dividir el medio continuo entre varias regio
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nes, y con cada regién asociar una funcion que describa su estado. Estas funcio
nes pueden agruparse en forma de columna matricial o vector, que representard el
estado del sistema. Nos encontramos entonces ante un problema matricial de con
diciones a la frontera, que es generalmente, mas simple que aquel que se nos pre-
senta en la formulacién usual.

En el presente trabajo discutiremos dos ejemplos de problemas matricia
les de condiciones a la frontera. El primero, que describiré el flujo de calor en -
una cruz, ilustra el caso en el cual las interacciones entre las diferentes regiones
aparecen a través de condiciones a la frontera. El segundo, que trataré las vibra
ciones de sistemas de placas con medios eldsticos intermedios, ilustra el caso en
el cual las interacciones tienen lugar a través de ecuaciones de movimiento. Cbten
dremos los valores y funciones matriciales caracteristicas que corresponden a este
tipo de problema, y con su ayuda daremos una solucién formal para cualquier con-
dicion inicial.

Habremos de referirnos a otras publicaciones?’3/%, para formular la discu
sion de las propiedades de auto-adjunticidad de este tipo de problemas de condi
ciones a la frontera, y de la derivacién rigurosa de los teoremas de desarrollo en

series.

1. Flujo de calor en una cruz.- - Consideremos el problema de flujo de ca-
lor en una cruz (Fig. 1 a), cuyos cuatro brazos tienen la misma longitud |, y de
secciones cuadradas de Grea a2, donde a << |. El material de la cruz tendré
una densidaa g, conduccion K 'y calor especifico c. Las caras laterales de
la cruz estardn recubiertas en tal forma, que la conductividad exterior® podra to-
marse como cero, es decir, no hay radiacién. Si tratdsemos de resolver este pro
blema como uno de conduccion de calor tri-dimensional en una regién limitada por
la superficie de la cruz, tendriamos un problema de condiciones a la frontera de so
lucién dificil. Sin embargo, tomando en cuenta que la pequefiez de laseccién
nos permite suponer que la temperatura en todos sus puntos es la misma, pode -
mos describir el estado de temperatura en la cruz de la siguiente manera: Asocia

mos & cada brazo de la cruz su funcion de temperatura Hi(x,f), donde i= 1,234,
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indica el brazo en cuestién, x representa la posicién del punto en el brazo con
0< x< | como se indicaenla Fig. 1a,y t es el tiempo. El estado de tem-

peratura de foda la cruz estd descrita entonces por la columna matricial.

Hi(xlf)
Ga(x,1)
Ax,t) = O.(x,4) Q)]

64(X,f)

La ecuacidn para la temperatura en cada brazo serd la bien conocida ecua
cion de flujo de calor en barrasS, de manera que, la matriz que representa la tempe

ratura en la cruz satisface la ecuacién :
pc(36/31) = K3°6/3x2) . )

Las condiciones a la frontera sobre la temperatura en los extremos libres
x = 0, pueden tener cualquiera de las formas acostumbradas®; para simplificar
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supondremos que los puntos de exfremo serdn mantenidos a la temperatura constan

te de cero. Tenemos entonces:

60,1 = 0 . (3)

Consideremos ahora las conciciones a la fronfera en los puntos de exire
mo x = 1. La interseccién ce los brazos de lacruz en x = | da lugar a un cu
bo de dimensiones lineales a, ilustrado en la Fig. 1b. La pequeiiez de las di
mensiones lineales del cubo, nos permite suponer que la temperatura en todos los
puntos del cubo es la misma. La temperatura en los extremos de todos los brazos

serd idéntica, y tenemos que:
6,(1,1) = 6,(1,1) = G5(1,1) = Ga4(1,1) . (4)

lo cual dé lugar a tres condiciones de frontera linealmente independientes.
Finalmente, para obtener nuestra Gltima condicién a la frontera, debemos
considerar el flujo total de calor dentro del cubo. El flujo de calor por unidad de
tiempo a través de las secciones de extremo de cada barra dentro del cubo estd da
do por —xa?{d 9=/3 X)) - El influjo total de calor dentro del cubo debe ser
igual al incremento por unidad de tiempo de la cantidad de calor en el cubo, que
es pca®(9 Gl/at)le . Esta cantidad depende de a® y debido a la pe quefiez
de las dimensiones lineales del cubo, puede tomarse como de orden supe-
rior al flujo total de calor al interior. El flujo neto de calor al interior del
cubo puede suponerse entonces como ™ 0 vy, como no hay radiacion a tra
vés de las ccras laterales, nos encontramos ante las condiciones a la fron-

tera:
ot
S URNG LAY, Ly B (5)
=g

El problema de flujo de calor en una cruz tiene ahora una descrip-

cién motemdtica completa en términos de la ecuacién (2), y de las cond i-
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ciones a la frontera (3), (4), (5). Debido a la simetria de este problema par
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ticular, puede.-encontrarse una transformacién lineal simple de la matriz
6(x,t), la cual reduce (2)-(5) a cuatro problemas escalares independientes.
Sin embargo, hemos de discutirlo como problema matricial para ilustrar e |
procedimiento general.

Si introducimos como de costumbre, una solucién de la forma
B(x,t) = 6(x) exp(—At) donde A es una constante positiva real arbitrariq,
nos encontramos ante un problema matricial de condiciones a la frontera en

el cual 6(x) satisface la ecuacién lineal ordinaria:

" d28/dx?) +(Ape/K) 6 =0 (6)

asi como las condiciones a la frontera (3), (4), (5).
Para determinar los valores y funciones matriciales caracteristicas
en este problema, notaremos primeramente que de (6) y (3), €(x) debe te-

ner la forma:

6(x) = Asen(rpc/k)°x (7)
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donde A es una matriz columna constante de componentes A., i= 1,2,3/4.
- Aplicamos ahora las condiciones a la frontera (4), (5) a la solucién (7) vy
obfenemos el sistema homogéneo de ecuaciones lineales:
g ) ; _'2_
Assen(Moc/®) | = A sen(Apc/R 1=0; =234
¥ by ' (8)
.Z Apc/ K)2 Ai cos(Apc/ K)21=0 .

=1

: : S— % %
El deferminante de este sistema es: 4(Apc/ k) sen®[ (Aoc/«) “1] cos [ \oe/x) 1]
y los valores caracteristicos para los cuales se hace cero este determinante son:

= are K

A= ; =10,7,2,e0x s 9
"l pe W 5 i

Podemos ver del determinante que cuando n es impar, el valor caracte-
ristico no es degenerado, mientras que si n es par, es triplemente degenerado.
Las funciones matriciales correspondientes son:

Para n impar:

1
1 -L
Hn(x) = 2) “sen(nmwx/21) , (10a)
1
1
para n par
1 0
0 | . 1 )
(1) -7 2) =
t9n (x) = X | zsen(nwx/2|); Hi (x) = 5 | “sen(nmx/21) (10b)
0 -1
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g i
6’5,3)(X)= (21) “sen(nmx/21) . (10b)

Definimos el producto escalar de dos funciones matriciales P(x), Y(x)

como:

| 4
@)= I, " pmdx= [ [ 2 opp]a , ()
o Lij=,

donde ¢ '(x) esla forma transpuesta de la matriz @(x) . Vemos entonces que
" S aeity (a)
para n par, las funciones matriciales caracteristicas Bn (x), a= 1,23 fue-

(1) (2)
ron elegidas en forma de ser mutuamente ortogonales, es decir, i -l

n
etc.  Todas las tunciones matriciales caracteristicas estdn normalizadas (Hn, 6n)=l.
Finalmente, las funciones matriciales caracteristicas que corresponden a diferen-
tes valores caracteristicos son ortogonales, como puede verse directamente de (10),
asi como de consideraciones generales de auto-adjunticidad presentadas en otro
trabajo?,

Supongamos ahora que la distribucién inicial de temperatura esté dada por
una funcién matricial 7(x) de clase C“) , con segundas derivadas secciona |-
mente continuas que satisface las condiciones a la frontera (3, 4, 5). La varia-
cion de temperatura con el tiempo estard represenmdam4 por una funcion matri-

cial:
Gtl = §o 91 Oonar(®) exp [ =(2n + V)7 72 x1/4 pel’] +
© 3 (a) . o
t2 2 af) by Wexp [n2mtat/pe ] (12)

donde:
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5 () ()
a1 = (70 Og)) 00 = (7. O, )
Vemos que en la formulacién presente, el problema de flujo de calor en una cru z

admite una completa soluciodn.

2. Vibracisn de dos placas circulares con un medio eldstico intermedio .-
Consideremos un sistema de dos placas circulares de radio R, aprisionadas en
sus extremos, y con un medio eldstico intermedio. Designaremos por 1 la den
sidad, por D, larigidez flexionante, y por a; el espesor de la primera pla-
ca,y -, D, a, tendrén el mismo significado para la segunda placa. Final-
mente, designaremos por k la carga por unidad de drea de las placas necesarias
para producir una compresion unitaria en el medio elastico.

E] estado del sistema vibratorio puede describirse entonces en términ os
del desplazamiento normal de las dos placas uir,@,1) y us(r,@,1) en los cua
les r,p representan las coordenadas polares en el plano. Como la fuerza por
unidad de drea que las placas ejercen unas sobre ofras, es proporcional a la compre
sién u; —u, del medio eldstico, tenemos que las ecuaciones de movimiento® 7

para el sistema vibratorio son:

pia:(R° weARnR): + D Y g it Jelug Tuadm 0

(13)
£205(3° u,/312) *+ D, Vu, + k(u, —ug) = 0.

Introducimos, como siempre, una solucion a este sistema de ecuaciones diferen-

ciales de la forma:

cos mQ
ulr, 9,1) = ulr) expliwt) (14)
sen mQ®

en el cual, para simglificar la notacion, nos abstenemos de asociar explicitamen-

te un indice m a los dos componentes de matriz columna u(r). Estonos lle-
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va al problema matricial de condiciones a la frontera:
D A ] Tduyrdcome Ty s 05000 Thinu b ][”1‘” - 0 (159
0" Dol cide Ll dr s us(r) k @ 2a,0, —k | us(r)
uR)=0 (dv/dr),_p =0 : ‘ (15b)

Este tipo de problema matricial de condiciones a la frontera difiere del
anterior en cuanto a que las interacciones entre las componentes tiene lugar a tra-
vés de las ecuaciones de movimiento, y no a través de las condiciones a la fronte
ra.

Para encontrar las frecuencias caracteristicas y las funciones matriciales
caracteristicas de (15), consideraremos primero el problema escalar de condicio-

nes a la frontera:

(LP=XN)=0; WR)=0, (dv/dr) _o=0 , (16)

donde [ es el operador [(1/r)(d/dr)r(d/dr) — (m2/r2)] , Y A esunpardme
tro. La solucién de (16) es bien conocida, como que es el problema de condici o-
nes a Ilu frontera dle una sola placa? circular. La funcién v(r) estd dada por

AJm()\Jr) + Blm()\zr) y los valores caracteristicos )\n, n=123,..serepre-

' sentan por la ecuacién trascendente:

=

1 4 1 1
J (W41 (a3 -1 (% 4y ()h)] - (17a)

il
Las raices B = }\: R/7r de esta ecuacion han sido determinadas? para algu-

nos valores d¢ m. Las funciones caracteristicas correspondientes son:

;i 1) Ginh), (nAy) L
v"(')’A"[J'"( R) (@A) m\"R e e
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donde A es unc constante arbitraria.
Proponemos ahora una solucion para (15) de la forma un(r) = cv (r) don
de ¢ es una matriz constante de componentes c;, €5 Las condiciones a | a
frontera (155) se satisfacen inmediatamente por (16), 17).
Como.  L%v = A2 ¥
n n

.~ + vemos que la ecuacién de movimiento (15a) se

transforma en las ecuaciones algebrdicas lineales:

o R -k a 0
1Ny 2 ]-w?[ 1P1 _C1 il (18)
-k D, )\n+k 0 Qaz02 €2

Para obtener soluciones no triviales de este sistema de ecuaciones, de be
hacerse 0 el determinante de la matriz y esto determina las dos frecuencias ca-

(1) (2)
n

racteristicas @ =, @ que corresponden a cada valor caracteristico A,y

que toman las formas:

() : Ak
w 2 2 o L% )
g {%(" R e e [as01+ X } , (9)
(2) 91 P a5 pe " ayPp1820;
w
donde:
2 e, 2 -1 2
a(A2)= (20:p:) (k+DyA,) =azps)  (k +D2N) -
La matriz caracteristica correspondiente foma de (18), la forma:
k/D, (agpa/Da) YIX,)
c(1) L) o A S ) (20)
~(a301/D1) y(X2) k/D,
donde

y2) = —alX) + (a2 () +lay ooz K17
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El problema matricial de condiciones a la frontera (15) estd resuelto, sien

: SR (1 (2) 7 1
do sus frecuencias caracteristicas @ =, w y las funciones matriciales ca
racteristicas tienen la forma:
(1) (1) (2) (2)
v, (r) = c vn(r) 5 v (r) = ¢ vn(r) .

Se establece facilmente de las ecuaciones generales (13), y de las condi
ciones a la frontera (15b), que dos funciones matriciales caracteristicas u*, u ,
que corresponden a frecuencias caracteristicas diferentes son ortogonales en el sen
tido que: jo u*' Wurdr = 0 donde u*' es latranspuestade u* y W

es la matriz:

9101

0. 9282

Podemos normalizar las funciones matriciales caracteristicas u en el sentido
en que _fo v’ Wurdr = 1 eligiendo la constante en (17b) apropiadamente. Ob
tendriamos entonces:
'

d e et J':u(:) R R (21)
donde i @Bz 1,2, oy eimli=id 2,3, dss s

Hemos obtenido un conjunto ortonormalizado de funciones matriciales ca-
racteristicas que corresponden a este problema de vibracion. Con su ayuda, po-
driamos representar el estado de vibracién para las dos placas que corresponden
a cualesquiera condiciones iniciales. Por ejemplo, supongamos que tuviéramos
en t= 0 undesplazamiento dado de dos placas, y que la velocidad inicial fue-
ra cero. El desplazamiento inicial de las dos placas podria representarse como

la suma de términos de la forma:

cos mQ@
7(r) para m= 0,12, ... ¢
sen mQ
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Para cada término de este tipo, la solucién al problema de vibracion seria:

cos mQ
u(r,t) .
sen mP

donde u(r,i) tiene la forma:

)= 2 (o™ P ) cosio™ 0+ (7,62 () codw D), (22)
=1 n n n n n

(7, uf\“)) =[S (r)Wu(:)(l')rdr "

La generalizacién de los desarrollos presentes a sistemas de mas de dos
placas, asi como a otros tipos de condiciones a la frontera, y a otras formas para

las placas, es sencilla.

3. Conclusién.- Un tipo general de problema matricial de condiciones a
la frontera, que incluye los dos casos anteriores, seria aquél en el que hay inter -
acciones entre las componentes de la matriz columna, en las ecuaciones diferencia
les y en las condiciones a la frontera. Si introducimos componentes adicion ales
dentro de la matriz columna para reducir el sistema de ecuaciones difer enciales a
uno de primer orden, los problemas matriciales de condiciones a la frontera pre-
sentados en este trabajo, se reducen ala forma que ha sido extensamente discuti
da por Birkhoff y Langers. Mientras que en su formulacion?, la naturaleza de auto
adjunticidad de estos problemas se obscurece, sus pruebas concernientes a la
existencia y propiedades de los valores y las funciones matriciales caracteristi -
cas, asi como de los teoremas de desarrollo se pueden aplicar a los problemas que
aqui se discuten. Estamos justificados entonces, en usar teoremas de desarrollo
tales como (12), (22) en la solucion de problemas del tipo aqui descrito.

Los autores agradecen al Ing. Ricardo Monges Lépez, Director del Ins-
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