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SUBSTITUCIONES DE DISTRIBUCIONES

Una aplicacién de las series de Taylor

Anselmo Chargoy*

RESUMEN

It is shown how a system of multipoles can be used to replace a distribu-
tion of mass points in space that has measurable properties in each point, i.e.
gravitational, electric or magnetic mass distribution.

Algebraic properties are used to determine the center of the given distri-
butions.

Is is shown how a substitution criterium may be applied to the treatment
of divergent series.

Any distribution has its own symmetry axis. This leads to difinitions of

canonical equations.

tlns'itu'o de Geofisica, U.N.A.M. e Instituto Nacional de la Investigacién Cientifica.



Applications to moments of inertia, Newton’s potential and other cases
are presented.

Finally, it is shown bow a trigonometrical series can be considered as a

substitution of distrbutions.

I.- INTRODUCCION

Se citan algunos ejemplos que justifican este trabajo:
a) Dada la ecuacién de Gauss! del potencial magnético debido al campo
observado sobre la superficie de la tierra y de origen interno.

1
V=a§ (i)”+ n !
T

(1.1)

nm ]
”

T, = Zo(g cosm}\+b sen m\) B, ™(8)
m=

en que a es el radio de la tierra, r > a4,(r, \, 6) son las coordenadas del observa-
dor. En lo que sigue se escribird P: para los polinomios de Legendre P:( a).
Dada la ecuacién (1.1) existe una gran variedad de modelos que se pue-

den hacer corresponder en el sentido que produzcan el potencial dado por el se-
gundo miembro. Dos son los principales modelos adoptados, el primero: un sis-
tema de multipolos definidos por Maxwell?, los cuales serdn repetidos en el pre-
sente trabajo en forma generalizada.

Estos multipolos son constituidos por puntos singulares que residen en el
origen de coordenadas o adheridos a él.

Cada multipolo describe uno de los términos de la ecuacién (1.1), es decir,
que hay uno para cada 7.

Otra interpretacién de la ecuacién (1.1) es consuierar que el modelo que

describe el primer término T no resida en O, sino en otro punfo C que Schmidt®

define como centro de la fuente que puede producir el campo cuyo potencial es
la ecuacién (1.1).
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En el presente trabajo se trata de explicar la infinidad de soluciones (mo-
delos) para producir el efecto de la ecuacisn (1.1) asi como también de generali-
zar el criterio de centro C de una fuente que produzca el potencial dado en (1.1).

b) En el caso del potencial Newtoniano aplicado a la masa contenida en
un esferoide oblato?, medido el potencial V para puntos P(r,\,0) exteriores;

siendo los semi ejes: 4,5, la densidad p, se tiene

2P 4 B
v=dmatbpld-Fz 3 +55 5] (1.2)

en el cual m2 = a2 = b2, r >m.

La ecuacién (1.2) es la solucién de una ecuacién diferencial y ol sugerir-
se una interpretacién del segundo miembro de acuerdo con la definicién de poten-
cial gravitacional (Newtoniano) que en una masa M residendo en un punto Q a la

distancia r de P proporciona el potencial medido en P:
14 . . . r . 2
(1.2 v =-¢l , con este criterio el primer término de (1.2) ,V1=4—7T§‘1r—bg representa

el potencial de la masa encerrada en el oblato, como tresidiendo en origen de woor-

denadas; pues es M = g-'nazb p. En cambio si se analiza el segundo término:

2 2
2 M se ve que esta expresién se aleja mucho de la aefinicién dada

3.5r3
en (1.2’). Puede establecerse que si en (1.2) el segundo miembro mide potencial
del tipo (1.2’), cada término mide también potencial de ese tipp. Asi para
ot 47a*bm? PP,
2 3.5 77

para la ecuacién (1.1) de Gauss, que no se aparta de la definicién (1.2’) y produ-

existe un sistema de puntos similar a los modelos usados

ce el potencial V,, asi se tendran modelos para

v 47ab pm* P,
2 5.7r5 g

etc.

Una generalizacién de este problema se encuentra en la tesis de W.S. Fra-

sser5. En la cual se trata del potencial gravitacional debido a una distribucién



de masa en el interior de un volgmen y medido desde puntos exteriores por medio

de la ecuacién

v,=6 f £ 2% (1.3)

14 lR—rol

férmula propuesta por su autor para trabajos de tipo gravimétrico.
c) En los trabajos sobre Sismologia de R. Teisseyre® se define la medida

de una intensidad por medio de

o] l)
= 2 u(k (1.4)
I=1
en que
-1 =
¢ | [ o) @
5% (-1 ax‘; ax;---Asabc-..uks

con estas ecuaciones se sustituye el foco sismico por una distribucién focal adhe-
rida al centro O de coordenadas de referencia. Con este ejemplo se ve que eluso
de multipolos sustituyendo a la distribucién, no sélo se aplica al caso del poten-

cial, como pudieran sugerirlo los ejemplos a) y b), sino a la ‘““medida’’ de propie-
dades que se encuentran en el espacio. Estas propiedades se producen por obje-
tos o fenémenos con residencia puntual.

d) Es obvio que en el caso del momento M estdtico de una viga, libre en
un extremo y empotrada en otfro, con respecto al punto de empotramiento y que vie-

ne dado en la ecuacién.

2
M= fiPldl =P—2I = (PI) (%) (1.5)

presenta el caso de una sustitucign de todo el peso de la viga (P ) actuando a
. AT :
la distancia 2 del punto del empotramiento, es decir actuando en un solo punto.
Aunque la sustitucién resulta muy clara, se presenta aqui como un ejem-

plo mds de tipo diverso a los anteriores y en que se presenta la operacién susti-



tucién, objeto de este trabajo.
Otro ejemplo aunque bien conocido también se menciona, es el del poten-

cial
) 3

de un cascarén esférico homogéneo medido desde puntos exteriores, que puede
obtenerse directamente por integracién. La sustitucién es clara.

e) En las ecuaciones (1.1) y (1.2) V es obtenida como solucién de la
ecuacién diferencial V2V = 0, como se ve en las referencias. En la ecuacién (1.3)
V es obtenida por un desarrollo en serie, de una funcién que define la medida de
una propiedad que el espacio tiene en un punto, lo mismo puede decirse de (1.4).
En las ecuaciones (1.5) y (1.6) se tienen por resultados de la integracién de una
funcién Zm; f(r,) que define la medida de propiedades que da el espacio, un sis-
tema de puntos {m;}: A pesar de que en los ejemplos vistos se pueden obtener
los resultados por diferentes métodos, en todos los casos se esta efectuando una

misma operacion:

k
- A B 3" fir)
=)

”
(a) W= =z l’k_'!' 3bf

i=1 k

y por este desarrollo pudieron tenerse los resultados de (1.1) a (1.6)

”
En (a) la primera 2 se refiere a la operacién con respecto al conjunto

3
de puntos { m,} que produce anomalias medibles en el espacio. .
De los ejemplos vistos se sugiere un andlisis de (a), y tal es el objeto

de este trabajo.




II ANALISIS EN UNA DIMENSION

Por comodidad se comenzarg la exposicién haciendo el analisis en unadi-
mensién, ya que al pasar al caso de tres dimensiones se ve muy facilmente que

se heredan las propiedades que se menciondn en una dimensién.

Definicién 1: Punto singular Q de dimensién cero de coordenada (-5),
b>o0, es un punto al cual se asigna un nimero m real.

Definicién 2: (2.1) V (m) = m f(r), es la medida de la propiedad que en
el espacio se tiene por la presencia de m en Q, medida tomada en el punto P(x),
conr = x + b, freal, tiene todas sus derivadas, r >0 es la distancia PQ.

Q se tomé a la izquierda de O por comodidad pero se ve que puede conside-
rarse a la derecha.

Definicién 3: Distribucién es una coleccién de puntos [Q'.(— b) }sirigulares.

Qn(-ha) Qg(-hz) Ql(’hl) 0 D(x) 2
1 S I L 1 1 o x
Fig.l
Axioma I: V es lineal, en el sentido de que se verifican
Vim) =2 myf(r), ;=x+h. (2.2)

si {m} reside en Q entonces
Vim) = (£ m) /(0
Viem) = cV(m).

Teorema Fundamental: Un desarrolo de Taylor de (2.1) es una medida V

de una distribucién § que sustituye a la distribucién S, = {m ]} dada. Sea

2 b
vim) =1:% 5 2% 0@y 2 Ry 2.3)
i=11=0 ¥ i=1



el primer paréntesis del segundo miembro estd midiendo una distribucién que resi-

de en una § vecindad del origen, con 8§ —0. El segundo paréntesis mide una dis-

tribucion extendida sobre 0Q, ver figura 1.

En particular este trabajo se refiere al caso cuando R‘- - 0, para toda i si

p—® con lo cual

) £
T 1) 2.4)

Asi, la distribucién §  ha sido sustituida por una § residiendo en una 8 ve-

cindad del origen.
En efecto: sea la distribucién que consta de un solo punto Q (- 5) en el

cual se localiza m, entonces (2.4) puede escribirse
14 I g
g mh
V(m) = lim lgo Tf (x) (2.5)

‘p = @, en adelante se omitirg la notacién lim.
1

] L mhb” (1 : X
Al analizar eada término V, = —r— f fx) se encuentra:que si /= o se tiene

V. =mf(x), es decir desde P(x) se estd midiendo m residiendo en el origen. Si
I'=1setiene V, = mbh f'(x) que no tiene la forma de la-definicion 1 pero si se re-

curre a la definicién de derivada se encuentra que

(x+ Ax) - f(x) ] (2.6)

Ax

V= him r}xb ¥
x —0

es obvio que en A’”—bf(x+ Ax) se estd midiendo una m multiplicada por un nimero
x
z—, es decir (+cm),seestdcon el Axiomal, residiendo este (+ cm) en el punto A
X
de coordenada (- A x)también,en el término—é’{‘—b/(x) se estd midiendo (- cm) loca-
x

lizado en el origen, entonces en

LG A8 - /6
o N pos i AR LA b
Ax



se estd midiendo el sistema de puntos (+ cm) y (- cm) localizados en A y O, es-

te sistema se denominarg dipolo.

A(_IAX) 0 P(lx)

Fig.2

SiAx =0, A~ O el sistema se denominara punto singular de orden uno
con residencia en O.
El que pueda simplificarse el segundo miembro de (2.6) hasta desa-
parecer la expresién f(x), no aparta a V, de que esté dentro de las definiciones 1

a3

Para el andlisis de V, = m_;z_lf”(x) pueden seguirse | os pasos como en
V,y escribir V, =Alim mb? EEl 3 ) 2fte Flu)h 7ix) )

x—0 2! A x2
como se ve se tiene un sistema de puntos sirigulares residiendo en - 2 Ax, - Ax
y en el origen.

Es obvio que paraV, = m i (")se tendré un sistema de tos singul
B —fx) 4 stema de puntos singulares

residiendo en - nAx, = (2 - 1) Ax,... Ax y en el origen, es decir en (2.5) en lu-
gar de la propiedad v (m), dado por m, estd midiendo una sustitucién § que reside

en una & vecindad del origen § - 0.

Si se pasa ahora al caso de una coleccién {m} se tendrd
n
Vim,) = ( _Zlm’i)f(x) R
=

n P
mibi\ (o)
H(E O e,



”
Se ve que en el primer término se estd midiendo m = = ]m,-, localizado en el
’ =

” _bp
origen.Tambiéner " = ( Z' _”'_;_Ij_.)/((p)) se estg midiendo un sistema de puntos
3 . 4

singulares localizados en (- p)Ax,[- (p - 1)1 Ax, [- (p - 2)] Ax,...Ax yel orlgen,
con la condicién que Ax — 0; es decir un sistema residiendo en una & vecindad
del origen con §— 0.

Se tiene entonces que la sustitucién S de S, va a residir en una vecindad

del origen.

En lo que sigue, cuando se hable de & la vecindad del origen se entendera
que § — 0.

También se dird que si Q(m, Ax) es un punto singular tal que toda 8de O siem-

pre contiene Q, entonces Q estd adherido a 0.
eingiad Ui bl il Sy by i
En general, v, = ( : lrrz'-_’;t.,..)/ (x)esta midiendo un punto singular residien-
e /

do en el origen O.

Se expone en el presente trabajo una propiedad algebraica de una sustitu-
cign § de S,

Sea una distribucién S, que consta de un solo punto singular: el nimero m
residiendo en Q@ (- b). Sea §, la sustitucién que expresa V= mf(r) como
V=mf(x) + mbf'(x) +... si se aplica una nueva sustitucién §, en esta Gltima

ecuacién considerando un nuevo centro O, (k) es decir 00, = k.

-

> X

Fig. 3



se tiene

V=mflx') + mkf(x)Vtmbf' (x")F--" (2.7
Simplificando se ve facilmente que es

oty iy

2! £ ) e

V=mf(x") +m (k+b) f'(x') +
Puede expresarse la sustitucién S, aplicada a S, y éstaa S, en la siguien-

te igualdad:
a) S5 S,=5S, obien 5,5 =S

es decir, pudo haberse hecho la sustitucién § que lleva a m a la vecindad S de

0, en lugar de las dos sustituciones sucesivas §; y §,.

Se prueba facilmente en el caso de la sola m que se estd tratando, que

existe la sustitucion Sl'l, tal que

..1 [
b) SI sx So = So

es decir que toda §; tiene su inversa S,-'1 tal que

-1
€} 88 8 =5 la sustitucién que deja a § en su lugar.

También se ve facilmente que
d) (s,8,) 5, =5,(s,5,)

Con las propiedades a), b), ¢), d), se dice que el conjunto 848148, -+ forma grupo.

Si se tiene la coleccién {m}extendida en un segmento 2 0, O contiene

i+ Q, contiene a m_; entonces se ve que se verifican solamente las ecuaciones

a) $,5,8,= B85y la d) ($:8,) 8. 5, (S2 $:). Para s, no existe Sl'l tal que

am

SIS;‘S =$, pues para cualquier i , §; lleva la sustitucién §; S, ,---§, a

una & vecindad de un origen 0;.

1C



En cambio si se considera al conjunto SaSp. - S,éstesitiene las propie-

dades a), b), ¢), d), es decir forma grupo.
Definicion 4: Sustitucién propia es una§ tal, que lleva §, a una vecindad )

de un punto del intervalo [Q1 ,Q”].
Definicién 5: Centrode una distribucién S, es un punto O_ tomado como ori-

gen, en el cual la sustitucién S, es propia y en el desarrollo de

1
Yiw) = = s mho
B ld= g =g L ()

se verifica que el segundo término del segundo miembro tiene un valor absoluto mi-

nimo.

De estamanerasi m ;>0 para toda 7, la definicién 5 implica que

(ZmB) f' () =0 (2.8)

”
esdecir 2 m;b, =0 cuando se ha tenido sustitucién .

i=

Sea una sustitucién cualquiera, Sl de §, entonces
” ”
V(m'.) =i ‘g_! "’i) flx) +( 'Zl m'.b‘)f'(x) ey
= } 3 =

Sea una §, de S, . tal que se verifique S, S, S, =S5.5, entonces

Vi) =( 2 m) /') + (3 mb) ()

+(i§=:1 )R el) ke

11



se usa la anotacién x ' referida a O, para tenerla diferente de x que esta referida

aO.

1 3 :

La condicién §,S, = S, conduce a que (i m;) k t ‘_g X b;=0 o bien
i=1 =

S ek
i=1m’ 2

s TR (2.9)

k coordenada de 0, con respecto al orfgen considerado en la sustitucién §,.

Asi se encuentra que O, es el centro de masa como se define en Fisica.
El signo menos resulta de suponer a O, residiendo a la derecha de O,.

La ecuacién (2.9) estd diciendo que el centro O, de una sustitucién es in-
dependiente de lo que de ella se esté midiendo.

Si la distribucién consta de dos puntos singularesQ (m), Q, (=m,); m,,
m,>0; m, #m, , se comprueba facilmente que el centro O es el punto Q que con-
tenga la mayor m.

Sim =m,=m entonces en Vim) =m(b, - bz) f' ()

B -5
+m_‘2|_2. ikl ) e e

segin la definicién 5, para que el segundo término del segundo miembro sea mini-
mo en valor absoluto se debe tener h = t bk es obvio que se tendrg que tomar
el signo menos si Q y Q, no coinciden. El centro O, es entonces el punto me-

dio de 2,9, la medida V(m;) puede escribirse entonces

2m b

V=2mhf(x) + 3—|

A (e (2.10)

ya se dijo en la ecuacién (2.6) que el término V, =2 mb f'(x) estd midiendo un

dipolo, pero sin apartarse de la definicién de

V(m) =mf(r).



Sin embargo en V, = 2mbf' (x) es como si estuviera midiendo el nimero
2mb = ml residiendo en el origen 0, con la funcién f'(x), de aqui que convenga

definir el ngmero m ! en su residencia, como punto singular, de orden uno con mo-

mento ml.
Es obvio que con puntos singulares de orden uno pueden efectuarse la ope-

raciones §_aplicandose las definiciones y bajo los axiomas vistos para distribu-

ciones de puntos singulares de orden cero.
Asi si setiene M =m1 residiendo en Q su medidaes V, =Mf'(r).

Una sustitucién § de este punto singular estd dada por la ecuacién

V(M) =Mf (x) +Mbf" (x) *+ ... (2.11)
Para una coleccién { M;}
V(M‘), =(2Z M) f'(x) + (ZM;B) Jadl L b b

Si la coleccién M consta de los puntos singulares 9, (- b,) que contiene
al ndmero (tml), y Q, (- bz) que contiene a (-m1), Q,Q~1!, =h -b, en-

tonces la medida de esta distribucién es
V(M) = ml lzf” {x)y +5.5

en esta ecuacién es como si se estuviera midiendo el nimero m 1, con residencia
en el origen O y con la fincién f'' (x).

El némero mll, con residencia O define un punto singular de orden dos.
(cuadripolo en el cudl las distancias entre los polos tienden a cero).

Continuando en esta forma, se generaliza el criterio y un punto singular
de orden n es el nimero M, =m I, 1, ... 1, conresidencia em'un punto Q.

El momento M, del punto singular de orden 7 corresponde a un miltipolo

del mismo orden. Si un momento M, se multiplica por un ndmero C constante,

13



se sigue teniendo momento de punto singular del mismo orden que se mide con la
funcién [(") (r). En tal forma que la ecuacién, (2.5) aplicada a una distribucién
que consta de un punto singular de orden cero es el producto escalar de los vecto-

res.

2

N et D e @)

mb
V(m) = (m, -]T’EI—

una coleccién de puntos singulares de momentos que son componentes del primer
vector y residiendo en el origen 0. Medidos respectivamente por las funciones,

componentes del segundo vector.

14



Il UNA CUESTION DE CONVERGENCIA

Si se usa la expresién (2.12) para una coleccién {m ]} y esta coleccion re-

side en un intervalo acotado [Q, , Q,] se tiéne la medida

2
2mibi Zm’- b: -5 3.1

4l AR e R ey

(F @), =), [ (%)) -0 )

en que facilmente se ve que la convergencia de V depende de f(r).

En especial es interesante el anglisis de funciones f(r) en que sus deri-
vadas son potencias de r. Por ejemplo f(r) = r.”, log r, .. etc, en estos casos
la sustitucién V = m f(x) +%l-, f(x) + ;n—lbf“(x) +...describe la sustitucién § for-
mal para toda x. Sin embargo, existen ciertos intervalos de valores x, en los cua-
les la sustitucién § propuesta no define un ndmero V.

Para la familiade funciones que se estd analizando, puede entonces aplicar-
se el principio de reciprocidad, que en el presente trabajo se usa en la siguiente
forma: en el mismo sistema de referencia para la ecuacién (3.1) considérese un
cambio en que P, el observador, pasa a P(b) y Q(m) a la coordenada x de tal

manera que PQ =r, y en vez de la sustitucién §  (3.1) se tiene la §':

x2
Vim) 2= (B} +'mx () +-;"—I PEB) * oo (3.2)

sustitucign convergente para la familia que se estg considerando en regiones en

que § es divergente.

15



Aplicacién: sea

1 1 1

Vo 4 b o (3-3)
e x3

la cugl diverge para | x| < 1. Si se supone que.a través de (3.3) se estg midien-

do una distribucién. El criterio que el primer término sugiere es que V= —:1 en-

tonces a la (3.1) se le puede hacer corresponder una (3.2) “‘asociada’’.

1
Se ve facilmente que se tiene: m =1, 0 (+ 1), flr) = < de tal manera que

LR e
x2 xs'

“

=

]
ol

sl y==1l=x=-x2=...

donde S es divergente, S'es convergente y viceversa.

El punto x>0 en el que no esta definida V, esen x = 1.

‘Jna raanera de resolver el valor de V en este caso, es con el criterio de
valor promedio. Para x = b , puede usarse la ecuacién (3.1) o (3.2) o bien el

promedio entre las dos:
v (m) =—'2"-[/(x) +1(8)]) ‘+§ Ehr ey £ 2" (B +. ..

con lo cudl se tiene

Tt 1 1 1
= —f— - _1_.__ — — 2 + ...
4 2(x ])+2(x2 x)+2(x3 £

y six=1. V=0, desde luego se toman valores promedios asociando los térmi-

nos que miden puntos singulares del mismo orden.

16



=n cuanto al casoen x =-1

en §:V=~1+1-1+...
ens':V=-1+1-1+1-...
Sin embargo cuando x— - 1, con x> - | se obtiene de (3.3) que lim V =-1/2.

También cuando x—- 1, con x <= 1, lim V = - 1/2 por lo cual es de

aceptarse que cuando x = - 1, V = - 1/2. Es decir, se sugiere que la serie infi-
nita V=-1+1-1+ ... , tome el valor promedio entre - 1y 0.

Ejemplo II: Sea la serie

e 1] 1 1
V—--—-+—§ +—s~+..-
x X X

1

como en ejemplo I, se sugiere que f(r) = — ; en la ecuacién dada falta el térmi-
r

no de dipolo lo cual significa que el centro O de la sustitucién es el centro 0.

Se ve que la distribucién m = 1/2 con residencia en 9, = 1y m, = 1/2 con resi-

dencia en Q, =- 1. Satisfacen que
: | e gl
Sa¥ip). 2 g hr gl
L x

desde luego que V no converge si 0<x<1. Procediendo como en ejemplo I se

tiene para Mmoo

2
x
—2 oo

1
S'(ml):V(ml) =-'2——';

ta.nbien para m, es:

17



——t— -

NI—-

S'(mz) : Vim,) =

por lo tanto

: : i R A
S(”‘,-).V(m‘-)—-x-x x
de manera que donde V (S) es divergente, la medida V esta dada por V(s'). Para
el caso x = +1, conviene proceder como el ejemplo L.
Es obvio que el artificio para establecer s ' pudo hacerse a partir de que

flx+h) = f(b+x).

18



IV MULTIPOLOS Y PUNTOS SINGULARES

En la geomem’ﬁ del presente trabajo, se trata del espacio tridimensional,
euclidiano.

Se usardn paralelepipedos que por sus dimensiones se definen como sigue:
paralelepipedo de dimensién cero, un punto A; paralelepipedo de dimensién uno,
un segmento de recta AB, con arista AB y vértices Ay B; paralelepipedo de di-
mensién dos (paralelogramo) un paralelepipedo de dimensién uno como en el caso
que antecede AB y otro A' B' desplazando paralelamente con respecto al ante-
rior en tal forma que uniendo A’ con 4, B'con B ahora se tienen cuatro vértices,
cuatro aristas; paralelepipedo de dimensién tres, un paralelepipedo de dimensién
dos como el que antecede ABCD y otro A'B'C'D’ desplazado paralelamente al
ABCD uniendo también A'con A, B'con B etc., paralelepipedo de dimensién cua-
tro: como en los casos anteriores, uno de dimensién tres, ABCD ... H y otrodes-
plazado paralelamente A'B’... H', uniendo A con A', B con B', etc.

Se ve que en esta forma se pueden seguir obteniendo paralelepipedos de
dimensiones cinco, seis, etc. En un paralelepipedo de dimensién # de cadauno
de sus vértices salen n aristas. Todos los paralelepipedos estdan sumergidos en
el espacio de dimensién tres.

Si AB es una arista se dirg que los vertices A y B son contiguos.

Se tiene un punto P(x) de ordenada x =  en el eje )735; se tiene un pun-
to i (x+ Ax), con A x—0; en el limite, se dice que Q es punto adherido a P,
cualquier vecindad U(P) es también U(Q) , es decir siempre Q €U (P), puede
decirse que P es adherente al punto Q.

Si en uno de los vértices A de un paralelepipedo de dimensién 7 se supo-
ne residiendo un nimero real (+ m) y en los vertices contiguos los elementos
(= m), v en esta forma se cubren todos los vertices del paralelepipedo por ele-
mentos (+m) 6 (- m), se dirg que se tiene un multipolo de orden #.

Al multipolo asi definido se le hace corresponder un momento que consis-

te en el producto
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Mn=C”m'll'|2'|3...'|”.

T e gt

Si se consideran las direcciones de esas aristas AB, AC, ... se dice que

1, son las longitudes de las aristas que nacen en A.

el 2” polo tiene n ejes.

C, es un nimero constante que se ha escogido por algdn criterio, vg

C,=nl 13 R

Supdngase que en el 2” polo se tenga 1, =0, 1, =0, ... 1,~0 pero en tal
forma que m—wpara que el nimeroC ml 1, ... 1,. sea nomero finito; se dice
entonces que A es punto singular [2] de orden n. (Es frecuente que se use mul-
tipolo por punto singular).

En éste Gltimo caso, en el paralelepipedo de dimensién #, los 2” - 1 verti-
ces diferentes del punto A son adheridos al A. A es adherente al conjunto de los
otros 2% - 1 vértices del paralelepipedo, es decir que una U (A) vecindad de A
siempre contiene a los 2”— 1 vértices por‘pequeﬁu que se la U. En esta forma

un punto singular de orden = tiene n ejes.
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V SUSTITUCIONES EN GENERAL

Las definiciones 1 a 3 del capitulo Il se mantienen, la generalizacién es

la siguiente:

Las coordenadas de Q) son x_, y_, z; las del punto P son x, y, z.  De

manera que en la ecuacién
V(m) = mf(,O) '

o es el nimero no negativo

p= ‘="0)2 +(y -yo)2 + (z -z(,)2

desde luego el sistema de referencia es ortogonal.

También se mantienen los axiomas 1y 2. Con lo cual V(m,) es funcién
aditiva de conjunto con respecto a la distribucién {m}y es funcién de punto res-
pectoa P (x, y, z,).

La medida V de {m] puede expresarse por la ec. (a) dada en el capitulol.

En efecto, sea la distribucién que consta de un solo punto Q, (ver fig. 4)
que contiene a m, es claro que

V(m) =mf(r) +mb%— G St

y para una distribucién lmi} se tiene

& k
A e
V(mi) _igx kz=o Ll ) Bb‘. % ¥ (a)
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como se dijo en el capitulo II, aqui se consideran funciones para las cuales
> i :
R;—0, toda i cuando # = ©, aunque en el capftulo III se vié una forma de gene

ralizar.

X Fig. 4

Puede enunciarse el teorema que fundamenta las sustituciones: En la
ecuacién (a) se estd midiendo una distribucién § que sustituye a la distribu-
cién dada So = [mif .

Esta § consiste en una coleccién de puntos singulares de todos los &rde-
nes, con residencia en el orfgen de coordenadas.

Desde un punto de vista geométrico, O es la adherencia de §. Toda

U (0) contiene a §.

En efecto: Sea la distribucién que consta de un solo punto m, entonces
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V(m) =mf(r) +m it a—/'(—r)‘*‘

11 9b
Se estg midiendo como se dijo en el capitulo II una coleccién de puntos

singulares de ordenes cero, uno, ... etfc., residiendo en O.

También en V(m,) al travez de (a) se estd midiendo la coleccisén:

9 f(r)

Vy=(Zm) filr} Vo= Zm; b 35, )
2

»? 3'f(r) Shs /0
R 6w el e

de puntos singulares de todos los ordenes residiendo en O.

Una coleccién de puntos singulares de orden n, residiendo en O, se puede

reducir a un solo punto singular del mismo orden. En efecto, para » = 0, es evi-

dente; para #» = | se tiene

ar
m, b 3_;,""”‘1'1'1"‘7/

V=3 mb;-Vf=(Zmb)-Vf

Il

haciendo 2 m 77_1 =u entonces V, =u.Vf estdmidiendo un punto singu-

lar de orden uno, residiendo en 0.

La V f puede escribirse como la matriz

A=|f con lo cual V,= @A
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B s , i ,
En V, = Zm i se puede proceder como sigue, aprovechan-
2

21 3 h2
14

do que puede escribirse en funcién de coordenadas cartesianas:

*

en

<
2

1
A =—2-(ux, “y u,) B

que B = fyx fyy /yz , %, 9,z indices que indican derivacidn
 fzx fzy frz

parcial como se usa frecuentemente.

Las componentes del vector

= (#y, u,, u,) y las del vector

1

' Uy v,) satisfaciendo las condiciones [8]:

= 2 21
u v, = 2"'.-*,- 7 uyuy—Zm‘-yz,- ’
vov, = Smyx;y; u,v, = Zm;iz;y; p
U v,= Zm;x;z; oo, = Bemu?
x "z Tt et z 'z 17,

Como se ve se esta midiendo con la matriz B un momento de cuadripolo
M,, con los ejes en las direcciones u y 7, este cuadripolo reside en O.

En V3 se estg como en V, ., ante las operaciones:

1 - g
Vs =37 ¢ L(cw) 7]
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en que C es matriz de 3 X 3 X 3 elementos provenientes de las parciales terceras

de f(r) con respecto a los variables x, y, z. Las matrices w , 7 son tomadas en

forma de las traspuestas de (v, , wy, w,), vy, v, v,), y van a la derecha de la
matriz C; las componentes de #, w,y v se determinan como en v,

Se tiene en esta forma que V, mide un punto singuiar de orden tres, resi-
diendo en 0O, con ejes en las direcciones dadas por %, 7, w; la generalizacién pa-
ra V, es obvia. Desde luego que si la distribucién consta de un solo punto, %, 7,
tienen la direccién en (E , que es el caso visto en capitulo II.

La ecuacién (a) puede escribirse: (5.1) V = T. F producto interior de

W, s o

los vectores

F= (i), A B ek i)

con ciertas reglas en la multiplicacién de los tensores —— i Vgl s s

m!
al multiplicarse por las correspondientes matrices M.
Se menciona que en las matrices A, B, etc., hay una familia de funciones
f(r) que permite que puedan escribirse como A = afi(r) AL, B=bf"(r)'B" ;
C=cf"lf) €' vwotonionigue-A 0, ¢%. 1. contiahensslo conssncsdireciod
res del punto P(x, y, z) e independientes de r ; 4, b, c, etc., constantes; f', f'',
/""", ... etc. derivadas de f con respecto a r.

En efecto, para que en B pueda escribirse B = bf'"(r) B' , se requiere
k
= - /' (r). Resolviendo esta ecuacién se tiene la familia que se busca:

f=crk*l parq k#~1y f=cLrpara k=-1.
Se comprueba que para L = Z f(7 (y) L

1 (2-1 1 -
= Ay = ue 2 =,
r
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un corolario inmediato es: si &=0,1,2, ... entonces la suma

k k
At b; 9o [
P S iio oy S
z

tiene un nomero (Z+1) finito de términos.

1
Como se vié en cap. I, existen funciones:—, log. r , etc. para las cua-
r

les la sustitucién § de S4.daunaV que diverge cuando' r< b;, toda i, r = OP,
b, = 0Q,.
Para la distribucién que consta de un solo punto m se tendrg como en cap.

IL

s': Vim) = mf(b) + mr S

9 f(h)
or
desde luego que si

S: V(m) =mf(r) .+ mb o S o

14
diverae.es porque en su desarrollo vana tigurar términos que tienen—— , que cuando
ge,es porq g 7 ' 9d
r

b>r y p, q crecientes dan para § una serie Vquediverge. El término siguiente

: pE Bt puE
al considerado _r? , contiene a ;;ﬁ de suerte que —r;< -r—qﬁ
. [ . Ie . . ’ bp
En cambio en §'se tiene el término correspondiente al que tenia —;' '
r

14
contiene ahora a R que es decreciente con p, ¢ crecientes.

Es claroque cuando se tenga ln‘zi }, la §' asociada de § sera:

3/(8)
or

$': V(m) = Zm;f(by) +rZmy
2 2
+_r_ S m. —-La f(b) +
2! 1 9r2

que resulta convergente donde § es divergente.
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VI ALGEBRA DE LAS SUSTITUCIONES Y CIERTAS
PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LAS DISTRIBUCIONES

En el desarrollo de Taylor

Im;x. Of Zm;y; Of
M i, sl O

(6-1)
. o
+Zm.z‘. _ai‘i_Zm-x- 2_f_+
1! dz 2! dx?

se estd midiendo una distribucién §, que sustituyd a la §; como se vi en el cap.
V.

Un nuevo desarrollo de Taylor aplicado al segundo miembro de (6.1) que
lleva a §; a un nuevo centro O, serg una sustitucién 3, de §, de manera que se
tiene 5, § §,. Pudo efectuarse una § de S, tal que §s, = 5,5, 5, como se
comprueba facilmente. En este caso como se vié para una dimensién en cap. II,
se prueba también que si la distribucién §, consta de un solo punto singular m re-
sidiendo en Q, entonces existe para §, una Sl'l tal que S;I.S'lsd= S,- Se tiene
(S, 5,) S, = 8,(8,8,), si S, : Im}, las sustituciones {s;} forman grupo.

En cambio, si se tiene una coleccién {m;}, la propiedad SI‘l 5.5 =5,
no se verifica.

Sin embargo, si se considera el conjunto LR si existe Sz" tal que

-1 L
S2 S2 Sl = Sl ¥

En la ecuacién (6.1) puede decirse que la sustitucién S, es producto de
§=482 Sy Sy En la expresién 55,525, las sustituciones son como sigue :
$.5, es una sustitucién de §, en el espacio, por una distribucién en el plano
XO0Y. La operacion Sy Sz S, es una sustitucién de la distribucisn §, por una

distribucién en el eje OY. Y la operacidn S, Sy Sz 5, lleva finalmente a una
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distribucién tal, que algunos puntos residen en el origen Oy otros adheridos a él.

N
%
\\

Fig.5

Definicién 4: . Una sustitucién es propia, cuando la distribucién §; es sus-
tituida por una S que reside en el minimo convexo que contiene a §.
Definicién 5: Centro O, de la distribucién {m;} es un punto que tomado

- L :
como origen para la distribucién S_, S, es propia y en el desarrollo de

I
s b 1o S 2 by 2 |
Sl 74 o = . ’ €
o VR e 35!
m; b, 9
término X -# -,5—:— es de menor valor absoluto posibie
H 5 o
t
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En el caso de distribuciones de puntos singulares de orden cero en que
{m;} tiene el mismo signo para toda i, este segundo término del desarrollo es ce-
ro.

Sea una sustitucién §.cualquiera,

z"'ibi EL+
s: V= Zmi) f(r) +'—]!—- SR

14

sea S tal que §, § =§_, entonces

Sm;b, Of (Em))b Of
S, 5:V={(Zm) flr) + 1!” _BE,.+ TR

se ve que puede hacerse
Smb - Vf+t(Zm)b-Vf=0

I

y escribiendo las componentes de -b—‘ y b

. =_Zm.-bix , . =_Zm‘-bi
x >my * Zm;
iy z:"‘ibiz
s

2

que son las conocidas férmulas del centro de gravedad de un cuerpo. De acuer-
do con lo visto, este centro es para cualquier f con que se mida la distribucién
y puede decirse que f solo ha servido de vehiculo para las sustituciones que

llevan a §_. El signo (-) proviene, como se dijo en cap. Il de Ja suposicién

del sistema de referencia en O con respecto al 0.
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Si se tiene una §_ de S, teniendo en cuenta la ecuacién (5.1) puede escri-

birse (en este caso en que m; tiene el mismo signo para toda i)

V(m)=(Zm) fr) +_2‘.I g §0 S

v Traspuestode (v,, vy, v.)

Pero puede tomarse un sfstema de referencia en el cual el plano YO Z contenga
los vectores # y v por lo cual #, =0, v, = 0.

También puede tomarse el eje 0Z colocado simétricamente con respecto
al éngulo formado por # con v.

Si se forma la media geométrica de los médulos de # y ¥ como médulo pa-
ra nuevos vectores u#' y ;’0 usando la anotacién anterior puede escribirse:

"= (0, uy, u,), v'= - u,| con lo cual se tiene:

u
VoZ

P 5 (6.2)

2 2
S f AR
vy = (e 10 05 e S 55

siguiendo el lenguaje usual en el tratamiento de las ecuaciones diferenciales par-
ciales, el segundo término de (6.2) es de forma hiperbslica referida a sus propios
ejes de simetria.

En esta forma, que puede definirse canénica, la V(m,) estd referida al
centro O_y a ejes propios de simetria de la distribucién {m;}.

Si [m,} ‘es simétrica y homogénea, es inmediato que la forma canénica
estd referida a puntos, lineas y planos de simetria de la distribucisn.

Una distribucién que puede descomponerse en dos colecciones | +m,}
- mi} ;m;, m;>0 para toda iy j, puede analizarse, para su centro, como en
cap. IL

Sea O_ centrode | #m;}, O centro de { - mjl:
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{u
O¢
0
O,
o aerh
X Fig. 6
O S |
Sea: V(m) = f(r) (S m) + ’;’:I i '3—;‘:_
referida a O_.
Sea también
3O S
v (- B By el R R

2! ab,.

referidaa O/ .
Sea un O punto interior de O, 0., una § que lleve toda la distribucién a

6, se tendra:

vi(my) + (-mi)] =(Zm; - sz) Ha) T s
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es menor en valor absoluto cuando O

Se checa facilmente que el término en

coincide con el punto que tenga la mayor de las sumas Zm;, 2 m. En este ca-

- 50,0 , es el centro de toda la distribucién siguiendo la Definicién 2.

Desde luego que si O, no coincide con 0, y Em;=2 my entonces

)
V=I(Zm’.)—_a—£—+...

Aqui comoencap. II, se ve que el punto medio 0 de o, Oc' da el menor va-
f

lor absoluto para el término 'a—z-z :
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VII DISTRIBUCIONES DE PUNTOS SINSULARES DE ORDEN UNO

Sea una coleccién {M,} en la cual M; representa el momento reducido

M; = m; b;, en tal forma que la medida de la distribucién So: (M}

9 f(r)
esta dada por V=3ZM——
* Ok

Si se efectua una S de §, se tendrg

3/

of
=ZM,— + I Mk, —— 7.1)
il dk, ij '7 kb Ok :

por lo dicho en cap. V, en la ecuacién (7.1) se estd midiendo: un punto singular

of
de orden uno residiendo en O y con la medida vV, = ZM"_Bb , Mds un punto
z o
z
singular de orden dos residiendo en O con la medida
2
o)
1% =.Z' M.k / , etc.

Se puede tomar un sistema de referencia tal, que el eje del punto singular

i / 3
que se estg midiendo en V, =L M, 55 coincida con el eje 0 Z, expresando
i .

los desarrollos de (7.1) en funcién de coordenadas cartesianas, puede escribirse-
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Y, &/ 3y 'y

—a— 2
| dz T dx? P d9x dy 5 3% s
(7.2)
2 2 2
)
2 o *.a . g

+.24

+ —_—
%2 dy? 23 3,09z B Jz?

a -
1'“11'

Puede efectuarse una § de § tal que en e

. funciones de M; y sus coordenadas x;, ¥;, %;-
| nuevo sistema con un desarrollo de

Taylor se tenga:

3
df / 9 f oy
= SRR +
V=4 s, "% B0 W ey 1020
2 2
+a —a—£ + 2a g g
11 3x? 12 9xJdy
y tomar x .y, z, tales que V pueda reducirse a
2 2 2
Af 9 f 9f ol
-91:V=al—_a—z+au--5—x-2—‘i'2a12 3x3y+ a, oy g

se ve que hay una rotacion o en el plano X 0Y que lleva la matriz

a a b 0
(2 12) q la forma ( 1 ), este éngulo a estd dado en la ecuaciéng

a 0

a
12 22 22
2 a,

a -
22 all

tan 2a =

Con ésta rotacién puede escribirse
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2 2
9 f 9 f
> 3x2+ b, _ay’ BT {723

o /
V—-dl-_a——+

Sea b, <0< b . entonces a la expresién diferencial

fxx /xy fxz ul
( ll 0) /yx fyy fyz = u2
fax fzy f2z 0

es decir la expresién hiperbélica en V, tiene sus ejes simétricos con respecto al
sistema de referencia y viceversa.

Para cualquier f(r) en la que no se tienen condiciones de tipo diferencial,
puede decirse que (7.3) estd referida al centro 0, de {M;} y ademds por la sime-
tria con respecto al s{stema de referencia de los primeros ejes (de V %), la ecuacién
(7.3) es la forma candnica de V(M 3l

Se ve ve que cualquiera nueva § aplicada a S, proporciona componentes so-
bre el eje Z z'z para los médulos de (ul, “ . 0) v (u,, = u,, 0), lo que incre-
menta el valor absoluto de V,- Asielcentro O, estg definido por S, y en el sentido
de la S. que da el menor valor posible de v V,, ver definicién 5. Desde luego que

puede aceptarse el criterio: que dadas

2 3 2
3 f 9 f 9 f
T Rgne T T e
2 2
] af 7 a/ ’ a/
Y —bu ax2+ bzz dy?2 bss I
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la menor V,

L es aquella que tenga el menor valor entre

'
Vi

S v 2 (8l

lo que se deduce facilmente de la ortogonalidad del sistema de referencia.
El centro O, puede trasladarse con f(r) desde luego, en efecto: si se da

2 ]
la condicién V™ f =0, entonces a V, se le pu de dar este tratamiento,

2 2
9 f O 2
S t b, Y i (6, -k V f
(7.4)
2 2 2
D pajadef Qi f
tk(a— - =5 - (b, -k =
(3x2 Ay (“ K dz2

b= = 2k, con lo cuél, lo escrito en (7.4) es una identidad.

Si V2/= 0 entonces la (7.3) puede escribirse:

of D e dis ok Qnf
Vo el s 5 e il
“ dz (sz Byz) (“ k) oz2

2
¥ )
Puede aplicarse una §, en (7.3), tal que anule el término (bu - k) _3 £ y se ten-
z

ga simplemente

2 2
f o fg B/
V=g — t 4 L B “
1 9z ( dx2 ayz ) i7.5)
, 2 A
a expresién V, = k& ( - —=) es hiperbslica y equilétera, sus ejes son rec-

dx? oy2
tangulares. Se puede decir que medida la {M;} con una f(r) tal que sz =0, se

ve su centroen O, dado por la ecuacién (7.5), que V) es minimo, es evidente.
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Ademds por la simetria de los ejes de V, con respecto al sistema de referenciga,
2
seconcluye que puede definirse como forma canénica de V (M;) cuando V'f = 0.
La ecuacién (7.5) es la encontrada por Thompson [ 3] y que bajo una rota-

cién de ., del plano de referencia X 0Y, puede escribirse como
4

2

S0
1732 Cuaxay

+ 3 (7.5)

como se viene usando en geomagnetismo [ 9], con la ventaja de que los ejes de
¢, Y 4 forman un sistema ortogonal.

Si en (7.3) se tiene que V, es de forma eliptica, b, b, tienen el mismo
signo y significa que los ejes del punto singular de orden dos forman un éngulo
cero o dos rectos, es obvio que con una rotacién conveniente pueda escribirse tam-

bién

df 3 f

a Sl
1 3% 11 sz

V= B

También si V2f= 0 se puede usar la identidad (7.4) y escribir V en la forma

(7.5); si b, = b, se anula el término de forma de cuadripolo y simplemente es

3
3/ 'af+...

= -
¥ al aZ alll 'ax3

Es claro que si se tiene una distribucién de puntos singulares de orden

dos Sy M}, con M;=c;my bi b, , ¢; constante, la medida V serg dada por

o bien, para cualquier § de S, se tendrg
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s e B
i dx? “a 2 dy

il 3

puede tomarse la § y la direccién de los ejes coordenados tales, que se tenga

la sustitucién S_ y la forma canénica de V, se ve que quedan sujetos a tener sim-
plemente un punte singular de orden tres de momento minimo, pues los ejes primeros

de la distribucién determinan el sistema de coordenadas simétrico con respecto a

§, con la expresién
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VIII APLICACIONES

Desde luego que para la suma

k k&

s m;b; 9 /(r’.)
i k! LY

se usarg el 'criterio de la integral de Stielgest. [ 16]
A) Si fﬂ'l,-l 'y m; >0, para toda 7, y f(r) = 1, se tiene

‘{‘ = ? m; (8.1)

que es la distribucién como la define Widder [10].

o en-

dv ;
es claro que si d_SQ =1, § es medida del espacio en que estd contenida V.
tonces lo que se estd midiendo V = 3 m; f(r;), es el espacio mismo, éste es una
distribucisn.
B) Sea la funcién f=r2; la distribucién {m;}, reside en el plano X 0Y,
lo mismo que el punto P(x, y).

Para una § arbitraria de §, se tiene

2
of Aif ol 2t O
V=(Zm) flr) + 2 m;x; x'*’im,-y‘-a?*‘?Zm’-x'- 322 B eis
como
free byt
se tiene

Vil S &, +24 3 myx;t2ySm;y; +Zm;x}

+2,,,'_ yiz
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efectuando la operacion S, puede escribirse:
V=rZm +Zmr’
1
Se ve que se tiene el conocido teorema de Steiner, de tal manera que si
£ (0, 0) ensS_, se tiene;
V=22mr2.
¥og
El mismo problema pero en el espacio tridimensional. Con lo visto en la
parte final del cap. V se tiene
14+(k-1) cos?2a (k-1)cos acos 8 (k-1) cosacos ¥ \

B=-:-f'(r) (-1) cos acos B8 1+(k=1) cos? f3 (k= 1) cos Bcos ¥
(k-1) cos acos y (k=1) cos Beosy 1+ (k=1) cos? ¥

como f=1r? entonces k=1, f'(r) =2r

100

“on locual B8 =2 (0 1 O) y por lo tanto en la ecuacién (5.1)
0RO
S: V=r23m.+ u A+]—17 B
2 i? 2

se efectia la S, de §

enque @ .y! =3 m;r; ysi P (0,00,) entonces V=3 m; r?.

CIesed v fi.(r) =—]-, y una distribucisn de puntos singulares de orden ce-
‘3

ro: tm;} , contenida en un espacio acotado E.
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Si se efectia la operacién

E k
ozo Brakai il (a)
P s T

<
1]
Y

z 1

haciendo uso de coordenadas esféricas, para un punto P (r, \, 8) se tendrd:

o Tim
V(mi) o mz=o[ ymt b Te-”‘]
P P A) BY
i'm—n=o(gmcosn m S€Nn n 2
m —
Te'm= = (g’:cosn)\+l—1;senn>\) P;

n=0

El término T; ,, corresponde a la subcoleccién [m’-} ‘de {m;} para la cual, V es
convergente.

El término T, ,, corresponde a la subcoleccién [m} para la cual V es di-
vergente y se usa la asociada §'.

Los coeficientes P, = P" (cos &) son los polinomios asociados de Legen-

dre.

Se han conservado los coeficientes g”; , b} , como se usan en la ecuacién
de Gauss [1].

De todo lo precedente se deduce gg =3 m;. Toda m; dista del orfgen

7
r.

I\

b,
i

1’ 1
del punto singular de orden uno residiendoen 0,ydadopor V, = # A, ver la ecuo-

También g°, gi , b1, son las componentes del vector # , en la medida
1

cion (5.1). £n la misma forma gg, 2l b;, gg, b2 lo son de z_ll {172, 7, | ete.
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Para toda la coleccién {mjf ‘puede escribirse:

9 1
oo Bo pl I 0 pOS Tk + ! 1
V(m’.) = .r___Po 35 3 [g1 P (glcos A+ b sen AP ]

1 0 0 1 1 1
+-'—3—[g2}; +(gzcos)\+h2 sen A) P,

+(g§cos 2A +b;sen2)\) Rf] A (8.2)

por lo visto en el cap. VI, puede efectuarse una S tal, que O, sea centro de{m’.l,‘
el eje 0Z bisectriz del dngulo formado por los ejes del cuadripolo dado en (8.2)

y el plano Y 0Z contenga esos ejes. Entonces puede escribirse en lugar de la

ecuacién (8.2), su forma canénica

1 AN BT 2
Vi(m) =— a) B +r—3[a2 P, ta,cos 2AB"] +,, (8.3)

en a; - b;, i, j son indices como g;: s b;: 5
En efecto si el punto singular de orden dos dado en la ecuacién (8.2) tiene

un momento M y sus ejes dados por los vectores unitarios
lll e (01 -)’xl zl) ’ “2 &= (0, }'p zl)

se obtiene facilmente 4} =5} =# =0, (ver el sistema de ecuaciones (8.10)
en este mismo cap. Aplicacién E) ).

Si se tiene lm]-¥ ‘homogénea y simétrica con respecto al eje ZZ', V es
independiente de A y la ecuacién (8.3) se reduce a

1 1
0 o a0 = gt o
0+r3 T e T (8.4)

v 1
=—oa
r r4 3 3
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Si se impone en irhi} ‘la condicién de simetria con respecto al plano X 0Y
facilmente se ve que de la ecuacién (8.3) se tiene
V~—]—a° +-l [a° PO + a2 cos 2 AP2]
T NEd 2 2
(8.5)

1
1 1 1
+-r—‘—[(a3 cos A + 53 sen )\)Pe, +

|
1 (a;c053h+ b: sen 3\) P;]*-rT[“g P‘°+---]+--

Si simultdneamente se imponen las condiciones que en (8.4) y (8.5) se

tiene
V=-]—a°+-]—-a° P°+-]—a°P°+ (8.6)
F G0 S A R 2

Desde luego si hay simetria esférica, V es independiente de A y Oy de

la (8.3) se tiene V =_'_.ag como es bien sabido.

También, si P (r, A, 6) es interior a un cascarén esférico de radio @ con
una distribucién homogénea dada por (8.1) v, = ag = Zmy entonces, usando (i

de S, . V independiente de . A y 0O se tiene

= constante.

2 - .’ . ” 2y o
Sea una distribucién esférica homogénea V, = @, con centro en Q (0, 0, z,),

para un punto P (r, A, ), se tiene
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1
o 2
enque £0=x,6) » 80 = gT ALl . o

D) Un ejemplo en una dimension: Sea m, residiendo Q (= 5), m, resi-

m
diendode P (+r) en forma tal, que m b =m r, sea f= LS
Desde P para la medida V de m se tiene:

3
v = mom, Wy m bm,m, i b mm _
(r+b) r r2: r3
como m b= m, r, entonces
2 2
e 1uoml-»ﬂ-+l)m1 i b m &
r r2 r3

sea m >>m, por lo cual h<<r, de manera que si se desprecian los términos que

tienen de 542 en adelante, se puede escribir

De esta manera, si'se aplican los desarrollos de Newton para el movimien-
to, y, m  estd en una érbita eliptica alrededor de O, esta érbita tiene un giro pe-
queiio en su plano alrededor de m como se sabe.

E) Sea la distribucién tm;} = {ﬁj} “+ {m}, toda .i>°’ toda m,<0,

I th | = Zmi.

Sea f =rL' desde luego {m;} ‘en un espacio E acotado. Para facilidad

en el andlisis , sea P exterior a una esfera que contiene a E.

Segin lo visto en el ejemplo C), una S propia de §_ estd dada por la

o 2
ecuacién



Vim) = 3 (km (8.7)
m=1 r

©
Ti,m=n§0(g:<:osn A+ b sen n ) P, .

tomada la V en el punto P.

Como se ve, el término :5 que es el primero de § con su coeficiente
g‘l’ P10 + (gjcos A+ b} sen A) Pl1 estg dando la medida V; de un punto sin-
gular de orden uno residiendo en O; el término que tiene a -r-];- , esta dando la me-

dida V, de un punto singular de orden dos residiendo en 0, etc. (Es frecuente que
a esta distribucion lm‘.} ‘se le denomine distribucién de dipolo).

En la sustitucién § que da la ecuacién (8.7) se pueden tomar los ejes en
tal forma, que el eje Z'Z coincida con la direccién del eje del dipolo medido por
V,:se puede aplicar también una §_ a § tal, que el término que mide a V,, sea
minimo, es decir que después de la S, la suma

(@ + (@) + (b)) + (a2)" + (67)°

tenga un valor minimo, con lo cual se estd dentro de la definicién de 0., de acuer-
do con el criterio que se ha seguido.

Con estas dos condiciones se puede escribir
c 2 3

1 1
S :V(mi)=—r—a‘1’PI°+—'——a§cos2)\P22+... (8.8)

por lo dicho en cap. VII, ésta es la forma canénica de V(m,) pues se tiene la si-
metria de los primeros ejes de {m;} 'con respecto al sistema de referencia. Los

ejes del punto singular de orden dos medido por _]5 a2 cos 2 A P , son normales
4
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entre si, quedan en el plano X OY simétricos con respecto a los ejes O0X vy

0Y .
Se ha usado también la forma

. S S e 2
S,V (my) = al P +r3 b, sen2>\P2 B (8.9)
en que los ejes del punto singular de orden dos medido por el segundo término

coinciden con las direcciones OX, y 0Y,[9].

Desde luego que si l: correspondientes a puntos singulares de orden 7 ,

se ponen en funcién de sus propios ejes, si

M; cos ¢
2 i

M
i=2, Vz=—2[%cos qﬁxcoscﬁz--}cos a ]

73

i=1, Vi &= -

etc., dados por Maxwell [ 11] se ve que la (8.9) satisface cuando i = 1, 2.

A partir de la ecuacién (8.7) se puede obtener la (8.8) en la siguiente for-
ma: [9]

El vector (gf, & b:) da la direccién del dipolo. Un desarrollo §_. apli-
cadoa §: (8.7), da las coordenadas del centro O, de {m;}, usando las ecua-
ciones de A. Schmidt [12].

El punto singular de orden dos dado en’la ecuacién (8.7) tiene un mome«:
to m, y ejes con direcciones 71 =(x1, Yye zl)' #, = (xz, Ypr zz) que verifican

las siguientes ecuaciones:

\/—3_"’2 (zszz')’l}’2)=g§+\/3 g9 /3 m

Aatcica: “iacy

V3 m, (2, + } =2 b} 3 3

AR G RS TR e i \/.3m2(x1x2-y1y2)=2g;

‘/—3_’”2("1yz+”z>’1)=2”§ s} hyRtai=1, i=1,2
(8.10)
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F) Sea [m;}'y P residiendo en el plano X 0Y , /(r) = log -']- Las coor-

denadas de P son (x, y) o bien las polares (r, ). La forma canénica de
V=2 mlog ’]_— estd dada por
z

cos 2 68
r?

1
= — e
V=a, log = ey +

cos 2 6

en que el término e mide un v, de un puntosingular de orden dos residien-
r

do en O y simétrico con respecto al eje OY.
G) como en ejemplo E), sea {m;} = lmj} +imy}; m,.>'0, para toda j ,
m, <0paratoda k, = m; = IthI; {m;}y P (r, ©) estan en el plano X 0Y ,

f(r) = log -:—- . Si se usa un tratamiente similar al del cap. VII, se obtiene
2
of af
V(”’i) —dlw‘f du ax2+
sen 0 cos 2 6
S . +au ) S et

como en F).
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IX SERIES TRIGONOMETRICAS

Cuando se encuentra uno ante un desarrollo de Fourier o de Legendre[13].

V=ao+alcos K+blsen A (9.1)

VER Wl u B e (9-2)

no puede decirse de inmediato que se estd ante un desarrollo de Taylor.

I

Sin embargo, si en la ecuacién (8.2) se hace 6 =—2-, r = const =1,

por ejemplo; la ecuacién (8.2) toma la forma dada en (9.1) en que

ay=dy (B0 g3 88 i) e, =a (23,8, 85 ---)

= 2 2 1 1 1
az—az(gzlg‘l"')l bl bl (bllbalbsl"') efc.

También, si el dato es-la ecuacién (9.1) puede construirse una distribu-

cién imi} ‘en el plano X 0Y, medida desde P (x, y) con el criterio
1
Vim) = = m, flr),enque f(r) =— y r =1
& r

(en general r = constante).

En forma tal que para § de §, se verifique

g}':Oy b;.'=0, para i?‘lﬂ.
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Entonces la ecuacién (8.2) puede escribirse
= % [(gcosm A+ 5 senn ) B® (Z)]
§:V(my) —”Eo[(g” cos n ) senn w
Se esta as{ ante la ecuacién (9.1), efectuando
T
a,= gy Pg ('2—)1 = b P:(i)
13°=], P'=1, p22=]x3, p33=]x3x5,

p:=]x3x5x7, etfc.

Asi, un desarrollo de Fourier es un desarrollo de Taylor'de la forma:

k
” 0] bk; a (r_)
o B R oy &

para el plano, la V medidaen P (1, A).
La s de S, que se esta considerando en este caso, tiene todas las propie-

dades algebraicas y geométricas vistas en cap. IV.

H para O< A<
La funcién v ={
-1 para - < A<0

en que se tiene

4 1 1
V=—(senA+ __sen3 A+ _sen5 A+...) (9.3)
T 3 5

es una distribucién de dipolo, es decir se estg midiendo

bmd = tmg} + (my)
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en que m.> 0 para toda j y m,<0 paratoda & con la propiedad Zmi= I > my, &
se ve también que en la ecuacién (9.3) se tiene forma canénica pues es §_ y el eje
Y'Y tiene la direccién del dipolo dado en v, = .3. sen A.

En forma similar se puede hacer un andlisis de la ecuacién (9.2), en efecto,
en la ecuacién (8.4) se tiene un desarrollo de Legendre, solo que esta referido al
centro O, de la distribucién S, : Im;}.

En general se ve que puede construirse una {m;} que medida con la V dada
en la ecuacién (8.2) desde una superficie esférica de radio r = 1, verifique:

gi =0 si i#0; b; = 0 para toda 7, con lo que se obtiene:

V(m‘-)Zgglz'fg(:Pl‘f'gng PR

El conocido teorema que dice que una funcién V (A, 6) continua sobre

una esfera [ 14] .puede desarrollarse en harménicos esféricos en tal forma que

[e0] m — -
V(L 6) = 3 [C,B+ 3 (AP cosmA+B™senm\) P™] (9.4)
n=0 ol m=1

es el caso general que incluye a las ecuaciones (9.1) y (9.2).
La ecuacién (9.4) puede obtenerse de la ecuacién (8.2) haciendo r =1,

con lo cual la ecuacién (9.4) estd midiendo una sustitucién § de S, en que se tie-
ne

AT
" @ ¢ O (=)
S:V(m‘)ziglkéom’ir‘—a—b.{_"

la medida esté tomada desde puntos P (1, A, &) en el espacio. Como ya es sabi-

do, la condicién de continuidad de V puede quitarse y ponerse la de seccional-

mente continua. Sien vezde r=1,setoma r=a, cualquier constante, se tiene

que si a> 1 la forma (a) es descriptiva y da la medida de V de ld ecuacisn (9.4) .

Si a<1 entonces (a) es simplemente descriptiva y la medida de V estg dada por
V (') como se dijo en cap. V.
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Para la cual se tiene la ecuacién

r

)
Rt LS ) (a")
B ) d Ao

1 p .
La funcién f(r) = — que en este caso funciona como vehiculo, ha sido to-
T

mada por lo muy general de su desarrollo. Para series dadas puede tomarse como
vehiculo alguna otra f(r). Sea por ejemplo [ 15].

V=N =4 B (N +A, B, (N+.iiHT

2

se ve claro que hay que tomar una f (), tal que su desarrollo de un ndmero fini-
to de términos y es el caso visto al final del cap. V. ecuaciacién (5.2),

Es obvio que existen algunos otros ejemplos de desarrollos en serie
(Bessel por ejemplo) a los que se les puede hacer corresponder un desarrollo de

Taylor, con un sistema de coordenadas apropiado (cilindricas por ejemplo).
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X POLINOMIOS EN UNA VARIABLE

Sea el polinomio

Vy=a, x”+a1x"'1+...+a

ey cet (10.1)

Para su andglisis como medida de cierta sustitucién de distribucién, se esta-

-, N - . s
rd en el caso del cap. II., se sugiere del término a, x”*, que f =r".

Es obvio que puede construirse una distribucién {7} tal, que

b,
2”’;':“0 ; anl.Ti=a1
7
£
n(n-1) Zm‘E—!—a2 os'e B1C,

Ejemplo: sea

V=3x2+10x+8

Im =3, 2Zmb=10, (10.2)

2 = m'.-i-‘i = 8; basta con dos puntos m, y m, de orden cero para verificar estas

ecuaciones.

Las raices de (10.2) son reales, entonces m, y m, son uno positivo y otro
negativo, en efecto; la coleccién m = 25

= o 0 (=D ymy=-Leno(0)

satisface la ecuacién (10.2) y es desarrollo de
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k&
2 2w b dt(x?)
i=1hk=0 k! dx

Se ve facilmente en (10.2) que si m , m,> 0 entonces V no tiene ningin cero y las

raices son nimeros complejos.

Si (10.1) es una § de §, se ve que la §_ tiene la ecuacién

= ” i3
V—box +bzx ‘f....b”.

En el caso de que n—® y se tenga
= 1 2 s
Vim Gt ol BGy wdacy, (10.3)

se ve que puede procederse como en cap. IIl., y considerar que.en (10.3) se esta

ante una asociada §'de §, de tal manera que § puede construirse con la funcign

f.—:_l_

S Yyen (10.3) se estd midiendo:

x X2
V=Zmi /(%) +T—I Zm‘.['(b,.) + 51 _Zm’.j”(bl-) T
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